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6 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, 2003 
: कम सर्वाधिकार सर - 


[0 प्रक्राशक की पूर्व अनुमति के बिना इस प्रकाशन के किसी भाग को छापना तथा इलेक्ट्रॉनिकी, मशीनी,फोटोप्रतिलिपि, रिकॉर्डिंग 
अथवा किसी अन्य बिंधि से पुनः प्रयोग पद्धति द्वारा उसका संग्रहण अथवा प्रसारण वर्जित है। 









.) इस पुस्तक की बिक्री इस शर्त क॑ साथ की गई है कि प्रकाशक की पूर्व अनुमति के बिना यह पुस्तक अपने मूल आवरण अथबा 










जिल्द के अलावा किसी अन्य प्रकार से व्यापार दूवारा उधारी पर, पुनर्विक्रय या किराए पर न दी जाएगी, न बेची जाएगी। 
() इस प्रकाशन का सही मूल्य इस पृष्ठ पर मुद्रित है। रबड़॒ की मुहर अथवा चिपकाई गई पर्ची (स्टिकर) या किसी अन्य 
विधि दवारा अंकित कोई भी संशोधित मूल्य गलत है तथा मान्य नहीं होगा। 
“ आर.टी. कैंपस न 08, 00 फौट रोड, होस्डेकेरे नवजोबन ट्रस्ट भवन सी.डब्लू सी, कैंपस 
श्री अरबिंद मार्ग हेली एक्सटेंशन बनाशंकरी ॥ इस्टेज..._ डाकघर नवजीवन निकट ; धनकल बस स्टॉप 
जई दिल्ली 006 बेंगलूर 56009 ॥॒ _अहमदानाद 38004 'पनिहटी , कोलकाता 700॥4 
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एन.सी.ई.आर.टी. वाटर मार्क 70 जी.एस.एम. पेपर पर मुद्रित 


प्रकाशन विभाग में सचिव, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, श्री अरविंद मार्ग, 


नई दिल्‍ली ]0 06 दवार प्रकाशित तथा गोपखंस “प्रेपर लिमिटेड; ए-28 सेक्टर-9, नोएडा 2030] 
द्वारा मुद्रित। झा 


प्राबकथन 


राष्ट्रीय शिक्षा नीति (एन,पी.ई.) 986 (992 में संशोधित) में सामान्य शिक्षा के एक अभिन 
अंग के रूप में गणित के पठन-पाठन की आवश्यकता पर स्पष्ट रूप से बल दिया है। चूँकि 
पाठ्यचर्या नवीनीकरण एक सतत्‌ प्रक्रिया है, इसलिए प्रौद्योगिकी उन्‍्मुख समाज की बदलती 
आवश्यकताओं के अनुरूप गणित पाठ्यचर्या में समय-समय पर विभिन्‍न परिवर्तन होते रहे हैं। 
राष्ट्रव्यापी चर्चा एवं परामर्श के पश्चात्‌, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
(एन.सी,ई.आर.टी.) ने नवम्बर 2000 में 'विद्यालयी शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठयचर्या की 
रूपरेखा' (एन.सी.एफ.एस.ई.-2000) का प्रकाशन किया। इसमें राष्ट्रीय शिक्षा नीति, 986 में 
उपलब्ध मूल सिद्धांतों और निर्देशों पर पुनः बल दिया गया और विद्यालयी स्तर पर गणित 
से संबंधित अन्य मुद॒दों को विस्तारपूर्वक बताया गया। | 

एन.सी.एफ.सी.ई. 2000 में, जो मूल रूप से एन.पी.ई. 986 के अनुरूप है, दिए गए 
सामान्य उद्देश्यों को पूर्ति हेतु कक्षा 6 केः लिए गणित की एक. पाठ्यपुस्तक सन्‌ 2002 में 
लिखी गई थी। प्रस्तुत पाठ्यपुस्तक इस श्रृंखला की दूसरी पुस्तक है। इस पाठयपुस्तक में भी 
गणित को विदयार्थियों के आस-पास के परिवेश से संबंधित क्रियाकलापों और प्रेरक उदाहरणों 
दबारा प्रस्तुत करने का प्रयत्न किया गया है। 

बदलती हुई प्रवृतियों के आधार पर दक्षताओं एवं अभिवृतियों को विकसित कर 
ज्ञान प्रदान करने के लिए, पाठयपुस्तक में सम्मिलित विषयवस्तु और सुझाए गए 
क्रियाकलापों को संयोजित किया गया है। इसे अधिकांश रूप से दैनिक जीवन के लिए 
आवश्यक गणित के सारभूत तथ्यों के अध्ययन तक ही सीमित रखा गया है। 
पाठ्यस्रामग्री और सुझाए गए क्रियाकलापों को हमारे देश की व्यापक विद्यालयी 
पद्धतियों की विभिन्‍न आवश्यकताओं , पृष्ठभूमि और पर्यावरण के अनुकूल बनाने का 
एक सार्थक प्रयास किया गया है। विषयवस्तु को सरल एवं रोचक भाषा में प्रस्तुत 
करने का विशेष ध्यान रखा गया है। 


हे ५ 
पाठ्यपुष्तक का प्रथम प्रारूप विशेषज्ञों के एक समूह द्वार विकप्ित किया गया है जिन्हें 
अध्यापन ओर अनुसंधान का व्यापक अनुभव प्राप्त था। ततमश्चात्‌ एक स्क्षा कार्यशाला में 
इस प्राहुप की विषयवस्तु एवं उसके प्रस्तुतिकरण की विधि को पढ़ाने वाले शिक्षकों, 
शिक्षक-प्रशिक्षकों और विषय-विशेषज्ञों द्वार गहन रूप से समीक्षात्मक विवेचना की गई। 
समीक्षा कार्यशाला में प्राप्त टि्पणियों और सुझावों पर लेखकों ने विचार किया और इस प्रारूप 
को उपयुक्त छप से संशोधित कर अंतिम पांडुलिपि तैयार की गई। लेखक दल ने गणित कौ 
पूर्व पादयपुस्तक के प्रयोक्‍्ताओं से प्राप्त सुझावों एवं पुनर्तिवेशन का उपयोग किया। प्रस्तुत 
पाठ्यपुस्तक को विकसित करने में, जहाँ उपयुक्त समझा गया, लेखक दल ने पूर्व प्रकाशित 
पाठयपुस्तकों का भी प्रयोग किया। द 
इतने अल्प समय में इस पुस्तक को विकसित करने के लिए में लेखक दल के सदस्यों, 
इसके अध्यक्ष, संपादकों, समीक्षकों तथा इनसे संबंधित संस्थानों को धन्यवाद देता हूँ। पुस्तक 
में सुधार हेतु सुझावों का स्वागत किया जाएगा। 


जे,एस, राजपूत 
न दिल्ली निदेशक 
फरवी 200 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


प्रस्तावना 


औपचारिक शिक्षा के प्रारंभ से ही गणित विद्यालयी शिक्षा का एक अभिन्‍न अंग रहा है और 
इसने न केवल सभ्यता की उन्नति में बल्कि भोतिक विज्ञान और अन्य विषयों के विकास में 
भी प्रबल भूमिका निभाई है। चूँकि पाठ्यचर्या नवीनीकरण एक सतत प्रक्रिया है, इसलिए 
समाज की बदलती आवश्यकताओं के अनुरूप गणित पाठ्यचर्या में समय-समय पर विभिन्‍न 
प्रकार के परिवर्तन हुए हैं। उच्च प्राथमिक स्तर पर गणित पाद्यचर्या में सुधार कर उसे 
समायानुकूल बनाने का वर्तमान प्रयास प्रयोक्‍्ता समूहों से पुनर्निविशन, ज्ञान की नवीन विचार- 
धारा, के आविर्भाव और राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ (एन.सी.ई.आर.टी.) 
: दवाण विस्तृत चर्चा के उपरांत नवंबर 2000 में प्रकाशित 'विद्यालयी शिक्षा के लिए राष्ट्रीय 
पाठ्यचर्या की रूपरेखा' (एन.सी.एफ.एस.ई. 2000)में दिए गए पाठ्यचर्या संबंधी विभिन्‍न 
सरोकारों पर आधारित एक प्रयास है। इससे पहले 'पाठ्यचर्या रूपरेखा पर परिचर्चा दस्तावेज 
प्रारूप' तैयार किया गया जिस पर शिक्षक-एशिक्षकों, विभिन्‍न परीक्षा बोडों से नामित व्यक्तियों 
शिक्षा निदेशालयों और विभिन्‍न राज्यों/संघ "ज्य क्षेत्रों की राज्य शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण 
परिषदों (एस.सी.ई,आर,टी), के प्रतिनिधियों, सामान्य जन एवं विद्यालयों, विश्वविद्यालयों 
महाविद्यालयों और परिषद्‌ के संकाय सदस्यों द्वारा विभिन्‍न स्तरों पर चर्चा की गई। 
राष्ट्रीय पाठ्यचर्या रूपरेखा से उच्च प्राथमिक स्तर पर गणित शिक्षण के संबंध में उभर कर 
आए कुछ सामान्य पाठ्यचर्या सरोकार इस प्रकार हैं 
$# पाठ्यचर्या को सामाजिक परिवेश और व्यक्ति विशेष के जन्म से संबद्ध पूर्वाग्रहों को 
निष्प्रभावित करने तथा सार्वजनिक भाव एवं समानता की जागरूकता का सृजन करने 
योग्य होना चाहिए। ह 
बालिका शिक्षा 
पर्यावरण शिक्षा। 
$# स्वदेशीय ज्ञान और ग्राचीन काल से अब तक विज्ञान और गणित में भारत के योगदान 
का समुचित समावेश। . 
$ अप्रचलित और अनावश्यक विषयवस्तु को हटाकर पाठ्यचर्या के बोझ में कमी तथा 
माध्यमिक स्तर पर गणित के शिक्षण के लिए आवश्यक ज्ञान एवं पृष्ठभूमि प्रदान करना। 


कु 


जव 
उपरोक्त सरोकारों को ध्यान में रखते हुए, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
ने गणित की पाद्यपुस्तकों को विकसित करने के लिए लेखक दलों का गठन किया। उच्च 
प्राथमिक स्तर के लेखक दल ने पिछले वर्ष कक्षा 6 के लिए गणित की एक पाठ्यपुस्तक 
बिकसित की। कक्षा 7 के लिए गणित की वर्तमान पाठयपुस्तक इसी श्रृंखला की अगली पुस्तक 
है। इस पादयपुस्तक में भी श्रृंखला की पहली पुस्तक की तरह निम्नलिखित बातों का विशेष 
ध्यान रखा गया है: 


# ज्ञान की नवीन विचारधारा का अविर्भाव। 
$ उभरती हुई किनारे काटती प्रौद्योगिकी दवारा गणित को दी गई चुनौतियाँ। 
$# अंतिम परंतु अनावश्यक नहीं, पूर्व पाद्यपुस्तक के प्रयोकताओं से प्राप्त पुनर्निवेशन। 


इस पुस्तक को तैयार करने में बहुत अधिक प्रयत्न किए गए हैं। सर्वप्रथम विभिन्‍न लेखकों 
दवारा तैयार की गई प्रारूप सामग्री पर लेखक दल के सदस्यों ने परस्पर चर्चा की और इस 
सामग्री को उस पर प्राप्त टिप्पणियों एवं सुझावों के आधार पर संशोधित किया गया। इस 
संशोधित चर्चाओं में विद्यालयों में पढ़ाने वाले दो शिक्षकों सरस्वती कुलकर्णी एवं अशोक 
कुमार गुप्ता की भी सहायता ली गई। सामग्री को फिर एक समीक्षा कार्यशाला में शिक्षकों एवं 
विशेषज्ञों के एक समूह के सम्मुख रखा गया। इस समीक्षा कार्यशाला के प्रतिभागियों दूबारा 
दी गई टिप्पणियों एवं सुझावों के आधार पर पांडुलिपि को अंतिम रूप प्रदान किया गया। 


इस पादयपुस्तक की प्रमुख विशेषताएँ निम्नलिखित हैं 


$ जहाँ तक संभव हो सका है, विद्यार्थियों को प्रत्येक विषय का परिचय उनके आस-पास 
के परिवेश से संबंधित प्रेरक उदाहरणों के माध्यम से कराया गया है। 


$# पादयपुस्तक में अवधारणाओं का विस्तारपूर्वक वर्णन किया गया है तथा अधिक संख्या 
में चित्र ,हल किए गए उदाहरण और अभ्यास सम्मिलित किए गए हैं। ऐसा सोच-समझकर 
किया गया है ताकि विद्यार्थी में अवधारणाओं को बेहतर ढंग से समझकर प्रश्नों को 
बेहतर ढंग से हल करने की दक्षता में बृद्धि की जा सके। 

$ गणितीय तथ्यों की (पुनः) खोज करने और आरेखण एवं मापने के लिए दक्षता के 
विकास हेतु अनेक क्रियाकलाप सुझाए गए हैं। 

$# राष्ट्रीय एकता; पर्यावरण संरक्षण, सामाजिक अबरोधों की समाप्ति, छोटे परिवार के 
मानदंडों का अनुपालन करने, लिंग भेदभाव मिटाने की आवश्यकता पर जागरूकता 
विकसित करने के लिए कुछ शाब्दिक समस्याओं को सम्मिलित किया गया है। 


जा 
विद्यार्थियों के मस्तिष्क में इन शाब्दिक समस्याओं के प्रमुख संदेश पहुँचने चाहिए तथा 
शिक्षण के समय अध्यापकों को इन तथ्यों के प्रति सचेत रहना चाहिए। 


$ पाठयपुस्तक में विद्यार्थियों के अवबोधन एवं परिपक्वता के स्तर के अनुरूप शब्दावली 
और पारिभाषिक शब्दों का प्रयोग किया गया है। | 

$ प्रत्येक अध्याय के अंत में, महत्त्वपूर्ण संकल्पनाओं एवं परिणामों की एक सूची शीर्षक 
“याद रखने योग्य बातें! के रूप में दी गई है। 

$ प्रत्येक एकक के अंत में ऐतिहासिक संदर्भों, विशेषकर भारतीय योगदानों का शीर्षक 
अतीत के झरोखे से' के रूप में उल्लेख किया गया हे। 


मैं प्रो. जे.एस. राजपूत, निदेशक, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ का 
धन्यवाद करती हूँ जिन्होंने पाठ्यचर्या नवीनीकरण की इस परियोजना का शुभारंभ किया और 
गणित शिक्षा में सुधार हेतु इस राष्ट्रीय प्रयास में हमें सम्मिलित होने का अवसर प्रदान किया 
जिससे हम गणित शिक्षा के सुधार के प्रति अपना व्यावसायिक ऋण चुका सके। मैं प्रो, 
आर.डी. शुक्ल, अध्यक्ष, विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग को भी उनके गतिशील नेतृत्व, इस 
कार्य में भरपूर सहयोग देने तथा अन्य सुविधाएँ उपलब्ध कराने के लिए धन्यवाद देती हूँ। 
लेखक दल के अन्य सदस्य प्रो. बी. देवकीनन्दन, श्री महेन्द्र शंकर, श्रीमती श्रीजता दास, प्रो. 
सुंदर लाल एवं प्रो. सुरजा कुमारी और समीक्षा कार्यशाला के सभी प्रतिभागी भी धन्यवाद के 
पात्र हैं। 

इस लंबी प्रस्तावना को समाप्त करते हुए, मैं बार-बार और अधिकतर दी जाने वाली 
चेतावनी का उल्लेख करना चाहूँगी कि किसी भी विषय में कोई भी पुस्तक अंतिम नहीं हो 
सकती। हमने अपनी ओर से उपलब्ध सीमित समय में अच्छी से अच्छी सामग्री प्रदान करने का 
भरसक प्रयास किया है, फिर भी हम जानते हैं कि इसमें सुधार हो सकता है। इसमें सुधार हेतु 
सुझाव/टिप्पणियों का स्वागत है। मुझे आशा है कि पाठक इस पुस्तक को पढ़ते समय उतना 
ही आनंद लेंगे जितना हमें इसके लिखते समय प्राप्त हुआ है। 


आशा रानी सिंगल 
अध्यक्ष 
लेखक दल 


[दयपुस्तक के हिंदी संस्करण की समीक्षा कार्यगोष्ठी के सदस्य 


आशा रानी प्रिंगल 

प्रोफेसर, रिटायर्ड 

ए-, स्टाफ रेसीडेन्सेस 

चौधरी चरण सिंह विश्वविद्यालय, मेरठ 


अजय कुमार सिंह 

टी.जी,टी. (गणित) 

रामजस सीनियर माध्यमिक विद्यालय 
चाँदनी चौक, दिल्ली 


अशोक कुमार गुप्ता 

टी.जी.टी. (गणित) 

स्वोदय विद्यालय, जी.पी. ब्लाक 
पीतमपुरा, दिल्ली 


बी. देवकीनंदन 

प्रोफ़ेसर, रिटायर्ड एन.सी.ई.आर.टी. 
सी-9/967, पाकेट 9, सेक्टर सी 
बसंत कुंज, नई दिल्‍ली 


ज्योति झाम्ब 

टी.जी. टी. (गणित) 

राजकीय बालिका माध्यमिक विद्यालय 
सैनिक विहार, दिल्‍ली 


राज कुमार भारद्वाज 
टी,जी,टी. (गणित) 
सर्वोदय विद्यालय, के-] 
मंगोलपुरी , दिल्‍ली 


आर एस चित्तोड़िया 
टी,जी, टी. (गणित) 
डेमोंसेट्रेशन स्कूल, आर,आई.ई., अजमेर 


सरिता रेवरी 

टी.जी.टी. (गणित) 

राजकीय बालिका सीनियर माध्यमिक 
विद्यालय नं. | 

रूप नगर, दिल्ली 


सविता गर्ग 

टी.जी,.टी. (गणित) 
सर्वोद्य कन्या विद्यालय 
बी-3, पश्चिम विहार 
नई दिल्‍ली 


सुमित्रा अहलावत 

टी,जी, टी. (गणित) 

राजकीय बालिका सीनियर माध्यमिक विद्यालय 
जे.जे. कालोनी-ा, नांगलोई, दिल्‍ली 


सुंदर लाल 

प्रोफेसर एवं अध्यक्ष, गणित विभाग 
इंसटीट्यूट ऑफ बेसिक साइंसेस 
बी.आर., अम्बेडकर विश्वविद्यालय 
खंधारी, आगरा 


उर्मिला बधवा 

रिययर्ड टी.जी.टी, (गणित) 
ए 4/93 , जनकपुरी 

नई दिल्‍ली 


एन.सी.ई,आर.टी. संकाय 
विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग 


सुरजा कुमारी, प्रोफेसर 
महेद्र शंकर, वरिष्ठ प्रवक्‍ता ( समन्वयक) 





एरलक सपीक्षा कार्यगोष्ठी के सदस्य 


आशा रानी सिंगल (अध्यक्ष, लेखक दल) 


प्रोफेसर रिटायर्ड 
'ए-, स्टाफ रेसिडेंसेस 
चौधरी चरण सिंह विश्वविद्यालय, मेरठ 


अशोक कुमार गुप्ता 
टी.जी.टी. (गणित) सर्वोद्य विद्यालय 
जी.पी. ब्लाक, पीतमपुरा, दिल्ली 


बी, देवकीनन्दन 

रिटायर्ड प्रोफेसर, एन.सी.ई.आर,टी. 
सी-9/967, पॉकेट 9, सेक्टर सी 
बसंत कुंज, नई दिल्‍ली 


बी. जयरामा भसट 
टी.जी,टी. (गणित) 
डेमोंसट्रेशन स्कूल, आर,आई.ई. मैसूर 


बी. कृष्णनन 

टी,जी; टी: (गणित) 

केंद्रीय विदूयालय, आइसलेंड ग्राऊँड 
पलल्‍लावन सलाइ, चैन्नै 


विक्रम सिंह अहलावत 
टी.जी.टी. (गणित) 
सैनिक स्कूल, रीवा 


ज्योति झाम्ब 

टी. जी. टी. (यणित) 

' राजकीय बालिका माध्यमिक विद्यालय 
सैनिक विहार, दिल्ली 


एन, साहनी 

टी,जी.टी. (गणित) 

बी.एस.एफ. सीनियर माध्यमिक विदूयालय 
श्रीगंगानगर 


पूनम चावला 

टी.जी.टी. (गणित) 

आवर लेडी ऑफ फातिमा कान्‍्वेंट 
माध्यमिक विद्यालय 

डी.एल.एफ. , सेक्टर 4, गुड़्गाँव _ 


आर, के. पांडे 

टी.जी.टी. (यणित) 
डेमोंसट्रेशन स्कूल, आर,आई.ई. 
एयामला हिल्स, भोपाल 


रणवीर सिंह तेवतिया 
टी.जी.टी, (गणित) 

सर्वोदय बाल विद्यालय नं, 
सरोजिनी नगर, नई दिल्‍ली 


रुचि सलारिया 
टी.जी.टी, (गणित) 
केंद्रीय विद्यालय नं. 4 
दिल्‍ली कैंट 

एस. भुवाना 

टी.जी.टी. (गणित) 


डी.टी.ई.-ए. सीनियर माध्यमिक विद्यालय 
आर.के. पुरम, नई दिल्‍ली 

सरस्वती कुलकर्णी 

टी.जी,.टी. (गणित?) 

एहलकॉन पब्लिक स्कूल 

मयूर विहार फेस-, दिल्‍ली 

सरिता रेवरी | 

टी.जी.टी.: (गणित) 

शाजकीय बालिका सीनियर माध्यमिक 
विद्यालय नं. ।, रूप नगर, दिल्‍ली 


सत्य नारायण चौरसिया 
प्रोफेसर (गणित) 
राज्य विज्ञान शिक्षा संस्थान, इलाहाबाद 


सविता गर्ग 

टी.जी.टी: (गणित?) 

सरबोदय कन्या विद्यालय 

बी-3, पश्चिम विहार, नई दिल्‍ली 


श्रीजता दास 

प्रवक्‍ता (यणित) 

एस.सी.ई.आरटी, , डिफेंस कालोनी, 
नई दिल्‍ली 


सुमित्रा अहलावत 

टी.जी. टी: (गणित) 

राजकीय बालिका सीनियर माध्यमिक विद्यालय 
जे.जे. कालोनी-त, नांगलोई 

नई दिल्‍ली 


सुन्दर लाल 
प्रोफेसर एवं अध्यक्ष, गणित विभाग 
इंसटीट्यूट ऑफ बेसिक साइंसेज 
बी आर अम्बेडकर विश्वविद्यालय 
खंधारी, आगरा 


सुषमा नन्‍्दा 

टी.जी. टी, (गणित) 

दिल्‍ली पब्लिक स्कूल, सेक्टर 30 
नोएडा 

उर्मिला वधवा 

टी.जी; टी; रिटायर्ड (गणित) 
ए-3/93 , जनकपुरी, नई दिल्‍ली 


एन.सी.ई.आर,टी. संकाय 
विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाय 


हुकुम सिंह, प्रोफेसर 
सुरजा कुमारी, प्रोफेसर 
महेन्द्र शंकर, वरिष्ठ प्रवक्‍ता ( समन्वयक) 





आक्कथन 
जस्तावना 


आध्याय 


का कल. २. विन्‍न्‍ननमके किन का | तो कत+ 
छू ए के 9 0७ ४ ४? 


पे. एू० जय 9 ७ |# 9७ 0७ '- 


परिमेय संख्याएँ 

परिमेय संख्याओं पर संक्रियाएँ 

परिमेय संख्याओं का दशमलव निरूपण 
घातांक 

अनुक्रमानुपाती तथा व्युत्क्रमानुपाती विचरण 
प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग 

बीजीय व्यंजक 

बीजीय व्यंजकों का गुणनखंडन 

एक चर वाले रैखिक समीकरण 
त्रिभुजों के विषय में कुछ और 
सर्वांगसम त्रिभुज 

चतुर्भुज 

चृत्त 

आयताकार पणथों के क्षेत्रफल 

पृष्ठीय क्षेत्रफल तथा आयतन 
सांख्यिकी ह 

उत्तरमाला 


पं 


25 
72 
87 

]8 

36 

52 

83 

]94 

20 

24] 

27 

28] 

29] 

296 

3]5 

329 


भारत का संविधान 
भाग 4क 


नागरिकों के मूल कर्त्तव्य 


अनुच्छेद 58क 


(क) 


मूल कर्त्तव्य - भारत के प्रत्येक नागरिक का यह कर्त्तव्य होगा कि वह - 
संविधान का पालन करे और उसके आदर्शों, संस्थाओं, राष्ट्रध्वज और राष्ट्रगान 
का आदर करे, 

स्वतंत्रता के लिए हमारे राष्ट्रीय आंदोलन को प्रेरित करने वाले उच्च आदर्शों को 
हृदय में संजोए रखे और उनका पालन करे, 

भारत की संप्रभुता, एकता और अखंडता की रक्षा करे और उसे अक्षुण्ण बनाए 
रखे, 

देश की रक्षा करे और आहवात्त किए जाने पर राष्ट्र की सेवा करे, 


) भारत के सभी लोगों में समरसता और समान क्षातृत्व की भावना का निर्माण 


करे जो धर्म, भाषा और प्रदेश या वर्ग पर आधारित सभी भेदभावों से परे हो, 
ऐसी प्रथाओं का त्याग करे जो महिलाओं के सम्मान के विरुद्ध हों, 


हमारी सामासिक संस्कृति की गौरवशाली परंपरा का महत्त्व समझे और उसका 
परिरिक्षण करे, 

प्राकृतिक पर्यावरण की, जिसके अंतर्गत वन, झील, नदी और वन्य जीव हैं, 
रक्षा करे और उसका संवर्धन करे तथा प्राणिमान्न के प्रति दयाभाव रखे, 
वैज्ञानिक दृष्टिकोण, मानववाद और ज्ञानार्जन तथा सुधार की भावना का 
विकास करे, 

सार्वजनिक संपत्ति को सुरक्षित रखे और हिंसा से दूर रहे, और 

व्यक्तिगत और सामूहिक गतिविधियों के सभी क्षेत्रों में उत्कर्ष की ओर बढ़ने 


का सतत्‌ प्रयास करे, जिससे राष्ट्र निरंतर बढ़ते हुए प्रयत्न और उपलब्धि की 
नई ऊंचाइयों को छू सके। 





ख्छ्ड 
मन 9) फ् 
मात्र नी 
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3.।. भूमिका 
कक्षा छः में, हमने प्राकृत संख्याओं, पूर्ण संख्याओं एवं पूर्णकों का अध्ययन किया 
था। इससे पूर्व हम भिन्‍नों का भी अध्ययन कर चुके हैं। इस अध्याय में, हम एक नए संख्या 
निकाय, अर्थात्‌ परिमेय संख्याओं के निकाय का अध्ययन करेंगे। इन संख्याओं को हम भिन्‍्नों 
के आधार पर प्रस्तुत करेंगे। इन संख्याओं को संख्या रेखा पर दर्शाना सीखेंगे। दो परिमेय 
संख्याओं को समान दिखाना, दो परिमेय संख्याओं की तुलना करना तथा परिगेय संख्या का 
निरपेक्ष मान ज्ञात करना भी हम इसी अध्याय में सीखेंगे। चूँकि परिमेय संख्याओं को हम पहले. 
पढ़ी जा चुकी भिन्‍न संख्याओं के आधार पर प्रस्तुत करना चाहते हैं, अत: हम 'भनों के बारे 
में कुछ तथ्य दोहराना चाहेंगे। 
3.2 भिन संख्याएँ : एक पुनरावलोकन 
पिन >,+ जैसी वे संख्याएँ होती के झूप में लिखी जाती हैं। यहाँ # तथा ० 
दोनों प्राकृत संख्याएँ हैं। संख्या # को मिल का अंश (ऋकऋश/धा०) तथा 6 को हर 
(बशा०हां॥6/0/) कहते हैं। यदि भिन्‍न का अंश, हर से छोटा है, तो भिन्न को उचित मिलन 
(|7070 4८४०४) कहते हैं। अंश के बड़ा होने की दशा में भिन्‍न विषम भिन्‍न (अनुचित 
भिन्‍न, #क/०9९"//४८४०७४) कहलाती है। न्‍ जैसी विषम भिन्‍ को । प के रूप में भी 
लिखा जाता है। इस प्रकार की संख्याएँ मिश्रित सख्याएँ (#ए८४#॥॥॥/९४७) कहलाती हैं। 
यदि भिन्‍न <- में # तथा 4 का । के अतिरिक्त कोई सार्व भाजक नहीं है, तो <: 
सरलतम या लघुतम (निम्नतम) पदों (700८७ ९४७) वाली भिन कहलाती है। यदि # एवं 
4 का एक सार्व भाजक / है, तो #5# 2८8, 45 #)</ लिखने पर हम देखते हैं कि 


9 कज़।. 7 
व क|्ठा के! ईर्से अकार, व्‌ एव कु बुल्य (८६षांश्वाश॥). भिन्‍ने हैं। 


2 गणित 


उरपहरण के लिए, 


50 250 है 
800 2%50 2 
| 5 300 20 7 तु पि जो: 
हल  प _णँ इसी प्रकार, ---, --, --- , सभी तुल्य भिन्न हैं। 
अतः, / वथा पु ऐेल्य पिन हैं। इसी प्रकार, गज 2 ; 


प्रत्येक भिन्‍न संख्या हा , जो लघुतम पदों में नहीं है. एक लघुतम पद्‌ वाली भिन्‍न 


/ के तुल्य होती है। इसके लिए, हम अंश एवं हर का म.स. निकालते हैं और इस म.स 


भिन्‍्में [5 5] ॥] 240 


से अंश एवं हर को विभाजित कर तुल्य भिन्न प्राप्त कर लेते 
25 85 85 400 


सभी तुल्य हैं तथा सभी लघुतम पदों बाली भिन्‍न - के तुल्य हैं। 


५ 


यदि हा एक भिन्‍न संख्या है, तब किसी भी शून्येतर । के लिए भिन्‍न कल 


तुल्य या समान होती है। इस तथ्य का प्रयोग कर, हम दो भिन्‍नों की तुलना कर सकते हैं। 


यदि ण्वं कष ग समान हर वाली भिन्‍न संख्याएँ हैं, तो हम उनके अंशों की तुलना दूबारा 
इन भिन्‍नों की तुलना कर सकते हैं। यदि #<+ है, तो हम कहते हैं कि क्‍् < व है। 
यदि भिन्‍नों <- एवं / में हर अलग-अलग हैं, तो इन भिन्‍नों को समान हर वाली 
पै 


भिन्‍्मों के रूप में लिखा जा सकता है। यथा 


2. /2»%5 #._ 7#>व 
5 था 








4. ध्‌४५ ही 3. >> 4 
अंब अशों ७»: & तथा /» 4 की तुलना कर, हम कह सकते हैं कि 


() ह ह यदि #»८ ५< ८4, 


परिमेय संख्याएँ 3. 
की) 2«+ ,बदि कऋ & ८ ४८ ॥ , तथा 
हि! 


() पर >- , यदि #% 5 >+खूव । 


्कव 
| । ; 


6 5 _ 35 ३ 
पा आम जी 


प्रकार, हम देख सकते हैं थि। > 
इस प्रकार, हम %, त्हे 9 ६5 द 


[] 
भिन्‍नों को हम संख्या रेखा पर निरूपित कर सकते हैं । मान लीजिए हमें को संख्या रेखा 
पर दिखाना है। 
इसके लिए हम एक रेखा खींचते हैं ओर उस पर एक बिंदु 0 चिहित कर लेते हैं। यह बिंदु 
0 पूर्ण संख्या शुन्य को दर्शाता है। मान लीजिए बिंदु ? संख्या 3 को दर्शाता है। अब रेखाखंड 


07 को £ बराबर भागों में बाँट लेते हैं। इसके लिए 07 को 7) पर समद्विभाजित करते हैं, 
फिर 00) को छ पर तथा 08 को & पर समद्विभाजित करते हैं (आकृति .)। 


छे 
0 छ8 | 
सार ५पालाधयधया फेर धधाप ८ टपप५3०५५१५३५५५५०-॥८०+५+ ०-०५ म० मत ला मप+ ००५ 3०५+>ब+नन---+>०+न्प्े 
() & जि घ) ए 
आकृति ॥.। 


५ । ॥ निरूपिः 

यहाँ 0५७ रेखाखंड 07 का 2. भाग है। चूँकि 0? संख्या 3 को निरूपित करता है, अतः 
ह  आधक बिंदु 

रेखाखंड 04 संख्या 5 का हु अर्थात्‌ ६ निरूपित करता है। अत;, रेखा पर बिंदु 0 शून्य को 

तथा बिंदु ॥ भिन्‍न 7 को निरूपित करते हैं। 


इस प्रकार, प्रत्येक भिन्‍न व को संख्या रेखा पर दर्शा सकते हैं।. 


व गणित 

,3 परिमेय संख्याओं की आवश्यकता 

कश्ना ७ में, आपने केबल गदा चर जाली सरल समीकर्णों का हल सीखा था। पार लीजिए 
भार समीक्षरण 70- 4>0 है। हम देख सकते हैं कि पूर्णाक 2 इस समीकरण का एल है। 
छोकिन वाद हमारा समीकरण 2, -3<0 है, तो कोई भी पृर्णाक इस समीकरण का हल नहीं 
हा सकता। केबल बल +<« ही भमीकरण को संतृष्ट करती हैं। 
अब माय लें कि हमारा समीकरण 

20 + 3 0) है। 
क्या कोई एजकि या भिल इस समीकरण का हल हो सकता ह? नहीं। पृर्णाकों अथवा 

फिों थे इस संमीत्य्ण का कोई हल नहीं है। एस प्रकार के समभीकरणों के हल प्राप्त करने 
के लिए, हमें अपने सख्या निकायो (पृर्णाक एवं भले) का विस्तार कश्ना पड़ेगा। पूर्णाकों 
के निकाय के जिस्तार की आजवए्यद/ता को हम हक दूसरे दृष्टिकोण से भो देख सकते हैं। 
संख्या रेखा पर -3 को दशने वाल। बिंदु ॥" है । जिस प्रकार हमने 797 को 8 भारों में बाँटा 
था, उसी प्रकार, (92० को भी हम बिंदुओं &*, 8 आदि की सहायेत। से 8 भागों म॑ बॉट 


बन 


ँई 


सकते हैं। यहाँ &' क्या निर्रपत करता है? जिस प्रकार &, हट निरूपित करते हैं, उसी 
प्रकार, &. “7 निहूपित करता है । परंतु 5 न तो पूर्णाक है और न ही कोई भिन्‍न। अत; 
हमे अपने संख्या निकाय के विस्तार की आवश्यकता है जिसमें 'भिन्‍न के समान! “; जैसी 
संख्याएँ भी सम्मिलित हों! 

१.4 परिमेय संख्याएँ 

भिन्‍न ;/ में # एवं ७ धनात्मक पृ्णांक हाते हैं। याद ॥ए० 6 को हम कोई भी पृर्णाक लें तथा 


4 शुन्येतर रहे, तो इस प्रकार प्राप्त विस्तृत संम्या निकाय में 


जमी ह मम कु ५२45 संग्ह ॥। के स्पिहि ० + 5 हि 7 न #भ ञ < ही हि में ह्ठै 
जैसी सभी संख्याएँ सम्मिलित हैं, परंतु >, रा जैसी संख्याएं, जिनके हर में शुन्य है, 


समनियलित नहीं हैं। एक संख्या जो <. के रूप में हो, जहाँ » एवं ५ दो पूर्णाक हैं तथा 


परिमेय संख्याएँ 5 


४ 0 6 “कप: ५ आउाल्ाती है। प्ररिशितश फाफेस है व 
050 ?, परियेय प्रथा कक परशाएको अदलताती है। प्रिणेत साख्या 2. में ७ अर 


६ 
ड़ 


पी नल | 
(#प्रक्टकायाता) तथा | हर (वह्माम्मामाट्ताका) फेलाता है। परिमेय संख्या “यू में -3 अंश 


१! ट्‌ दि । रे 
तथा 4 हर है, उबकि -> में हर -4 तथा अंश 3 है । इसी प्रकार, 0 संख्या --- का अंश 
हि ]00 
थे ५ 06 
है तथा । संख्या ह का हर £। 
; ; ४ रि ! मे ही आल े 
इस परिभाषा के अनुसार, प्रत्येक घिनत एक परिमेय संख्या है, परंतु “7 जैसी अनेक परिमेय 
संख्याएँ हें जो भिन्‍न नहीं हैं। केबल वे ही परिमेय संख्याएँ भिम्त होती न लग अल हिट 


दोनों धनात्मक पर्णाक होते हैं! 
हि कक रा ॥.. गे 
जिस प्रकार एक भनात्मक पूर्णाक & भिन्‍म ८ के रूप में लिश्ा जा सकता है, उस 
प्रकार कोर्ड भी पूर्णाक » (धनात्यक, ऋणात्मक या शून्य) परिमिय संख्या रे के रूप में लिखा 


जा सदता है। इस प्रकार प्र्णाक ॥00, - 6, 0 सभी परिगेय संख्याएँ माने जा सकते हैं, 


| ३)() कफ) ६ ढ़ () श | पैः 
कि थे कमश: परिमेथ संख्याओं “7-०7 एवं गा 'निरूषित करते हैं। 
दो परिगेय सख्याओों <- और : को तृूल्य (८कएशंशक्ठ) केंहते हैं, यदि 


226 + ( «४7 ष्ठो। 


हा ॥। डे । ५ 


++ | 


तुल्य हैं। तुल्य परिमिय संख्याएँ एक ही संख्या 


रलिपत कती 85 90 न 3... निरूि 
को निरूपषित ऋण्ती हैं। इस प्रकार दे हा आदि सभी परिमेय संख्याएँ का को हो निरूपित 
हि हि 


घी हि रा हि 2 शक बे 
करती हैं। थाद कौजिए कि यदि के एक भिन्‍न है, तो भिन्‍न दर भि | के तुल्य हैं। 


0 गणित 
हक ०0 > |4॥ रे नाम्तव कक कसी ्भृ 
सी प्रकार, प्रश्मिश हटा गा कशिए संख्या पर तक तुल्य ४ । लेग्तेल गे, ला: गी 
॥॒ धृ ४ | 


72< |; 3६) 


शून्येतर # के लिए परिमेय संख्या “ । खिया के तुल्य है। इस प्रकार “पट संख्या 


[5 2 2] 44 7 -7 -4 -2| -42 82 88 
“»' के तुल्य 5 कक कक “८7 सभी परिमेय संख्याएँ 
हुल्य है तथा 24 ।2 8 4-4 -ह -2 >24 का 


(३ प०४ हैं 
7 के तुल्य हैं। 


भिन्‍नों के समान ही परिमेय संख्या हि सरलक्य या लघुतम पदों (रूप) में कहलाती 


है, यदि | एवं ७ में कोई सार्व भाजक नहीं होता, अर्थात्‌ # और 4 का म.स. । होता है। 


3 -03 [9 5 
संख्याएँ > पा जप सभी लघुतम पदों वाली परिणेय संख्याएँ हैं। -- लघुतभ पदों में 


नहीं है, क्योंकि अंश एवं हर का 5 सार्व भाजक है । इसे लघुतम पदों में इस प्रकार लिख 
सकते हैं 
5 25 2 कटा उ 
3.0. 22527 | 2267 थे 
और इस प्रकार गा पढ़ा के हैं। सभी परिमेय संख्याएँ <- लघुतम पदों में लिखी जा 
सकती हैं। इस प्रक्रिया के लिए, हम निम्न चरणों का प्रयोग करेंगे 
चरण १; »एवं 4 का म.स. # ज्ञात कीजिए। यदि ऋ<! है, तो 2 लघुतम पदों में है। 
चरण 2: यदि ॥#] है, तो ऋ से » तथा 4 को अलग-अलग भाग देते हैं। यदि 


77 57?+#% तथा 4-5३+# है, तो परिमेय संख्या “7 संख्या हा का झलघुतम पद वाला 
रूप है। 


परिमेय संख्याएँ 7 
लाहरण ॥: ज्ञात कीजिए निम्न परिमेय संख्याओं में कौग-सी संख्याएँ लघुतम पदों में हें। 
जो नहीं हैं, उन्हें लधुतम पदों वाले रूप में लिखिए। 


सा है। ५ शव अश 

() (2 (0) 7 (0)  ॑->ऊ (५) 00 

6 79 306 -- 72 

हल: (३) यहाँ [2-2 ८2 %ऋ3 तथा 652%2%2 »2 है। इस प्रकार, 2 तथा 46 का 
मंस, ७2224 (चरण ) 
अत;, 4“ लघुतम पदों में नहीं है। 
6 

(2+4-<3, 40 +# ऋू|थं “चरण 2) 


3 _. [2__ पदों है 
अतः, यू संख्या [८ का लघुतम पदों वाला रूप है। 


(४) यहाँ [7 तथा 79 का म.स. | है। अतः, “” लघुतम पदों में है। 





79 
५ -24 पदों में नहीं 
(॥)24 तथा 36 का म.स. ॥2 है। अतः, “यह लघुतम पदों में नहीं है। 
-24 __-2/॥2 -2 
36 35>2. 3 


इस प्रकार, “५ लघुतम पद वाली तुल्य संख्या है। 


. -60 में नहीं है 
(3ए)60 तथा 72 का म.स्, ।2 है। अतः, संख्या "72 लघुतम रूप में नहीं है। 


->+00 ->+ >%32८42 5 
2. ]0663002: 6 
जिस प्रकार हम किसी परिमेय संख्या के अंश तथा हर को एक सार्व गुणनखंड (यदि कोई 
है तो) से विभाजित कर तुल्य परिमेय संख्या प्राप्त कर सकते हैं, उसी प्रकार अंश एवं हर 
को एक सार्व गुणज से गुणा करके भी तुल्य परिमेय संख्या प्राप्त की जा सकती है। 


(लघुतम रूप में) 


४ गणित 
इस प्रकार, 


आल 


व 5 250 हर हर आदि 
सभी तुल्य हैं और एक ही परिगेय संख्या को निरूपित करती हैं। इस प्रकार, 
कोई भी परिमेय संख्या हे एक वुल्य परिमेय संख्या कप से प्रतिस्थापित की जा सकती 
है, जहाँ ( कोई भी धनात्मक अथवा ऋणात्मक पृर्णाक है। 
उदाहरण 2: रिक्त स्थान भरिए: 


जिओ न जल लत 
पं) तप 
कर) 4 ठेतीे 063 
63267 पक 

90 _-6_ :.... 
(8) 6577८ 


हल:() 35 + (7) &- , अर्थात्‌ 35 - (7) ८ (-5) 
5 5-5) -25 


'जअत;, --- ८ 
5-7 (-7)४(-5) 
5»]| 55 
इसी प्रकार, -77 5-7 » ॥], अर्थात्‌ 7, 
8... अं 6: अं 
बे 8 अगवा 
(80) 35 - 7 5 है। अत न 202 
पु है 35 छू 
7»(-9) -63 
, “03 57 » (-9) हैं। अत 5 5४09 


735 ->63 


83 65 -7 


ह परिमेय संख्याएँ. 9 
(॥9) ध्यान दीजिए (3) एवं (#) में संख्याएँ दान और प् पहले ही लघुतम पदों में हैं। 
यहाँ पहले हम ये को लघुतम पदों में लिखेंगे। अब 


90-29>८3 3» 5 तथा 65 ८-3 »८ 5 >८ [] 
इस प्रकार, 90 और 65 का म.स. ै5 है। 


90 6»*5 6 


अतः, प& वात्त5ठ 7 











कप 6 _ 6»(]) .-6 

अब - 656» (-) और इस प्रकार, यू न्याद्यात् या 
6 _ 6-5) _-30 

इसी प्रकार, -55 5 ]] » (-5) और प 5 2८(-5) -55 


बम व 
| ]65 |] -55 ह 
टिप्पणियाँ: [, यदि लघुतम पदों वाली परिमेय संख्या का हर धनात्मक है, तो हम इसे संख्या 


| मु हद ह 
का मानक रूप (#दव॑दाव 07) कहते हैं। इस प्रकार “ठठ्र का मानक रूप “यु है। 


कर यद्यपि लघुतम पदों वाला रूप है, परंतु मानक रूप नहीं है। हम इसे मानक रूप में 


जेपी ये करत नेक कर लब्त कर सकते 


रह 





पी 
2. हमने देखा कि -+> तथा प्र तुल्य परिमेय संख्याएँ हैं। वास्तव में, यदि # एवं ४ 
72॥) _->४ | -४9? _-7<(-) 


पूर्णाक हैँ 2 -+- ८ 
पलक पूणकि है, तो 767 तथा 5 तल (॥) 


हे कक के तुल्य है तथा कर न्‍ के तुल्य है। दूसरे शब्दों में, ऋणात्मक हर वाली कोई 


40 


गणित 


भी परिमेय संख्या धनात्मक हर वाली तुल्य परिगेय संख्या से प्रतिस्थापित की जा सकती है। 
इस तथ्य के परिपेक्ष में हम कह सकते हैं कि परियेय संख्या श्र के रूप में लिखी जा सकने 
वाली वह संख्या होती है, जिसमें # एक पूर्णाक होता है तथा 4 एक धनात्मक पूर्णाक 
होता है। 


प्रज्नावली . 
निम्य प्रिशेस संख्याओं के अंश लिखिए: 
2... ०27 .... 99 आर, “07 
हि 5३ आधे 553 वी “तह ४४ ता (४) गक्न 
प्रश्न | में दी गई परिमेय संख्याओं के हर लिखिए; 
वे परिमेय संख्याएँ लिखिए जिनके अंश एवं हर क्रमशः हैं; 
() 2» तथा 37 (॥) 5 - 49 तथा 55 - 9 
([8) 28 + 79 तथा 79 - 28 ((९)5 % 3 तथा 46 + 8 
निम्न परिमेय संख्याओं को लघुतम पदों के रूप में लिखिए: 





बे 36 रे 64 

6) व 0) पहः .. थी) 5६ 

9] 24 44 

(५) (६८ का (शं) 428 

संख्या को ऐसी परिमेय संख्या के रूप में लिखिए जिसका हर हो: 

6) 20... (४) 36 त) "80... 60) -00.. (४) 40000 


संख्या हर को ऐसी तुल्य परिमेय संख्या के रूप में लिखिए जिसका अंश हो: 


0) 556. 09) ॥54 07) -750.. 6५) 500 (५) -6250 
रिक्त स्थान भरिए: | 

0) न न ही हम 
3. 35 न्‍ 4. 420 2४० हू 6 ५४४६ 


8, निम्म में से प्रत्येक में ऐसी तुल्य परिमेय संख्याएँ लिखिए जिनके हर समान हों; 
॥ 5, 25. 
0) | और > 00 “+ और 
6 9 3 6 !2 
कि 3 0 अरे 
0 आर] और ** 
9, मानक रूप में लिखिए: 
6). <:744 (0) 280 
_-504 490 
240 
2४% -]32 ड़ 3 मन 2 
0) हा (५) हक 
408, निम्न कथनों के लिए सत्य (१) अथवा असत्य (7) लिखिए; 
-3 . द 
6) “5 एक भिन्‍न है। 
0) 25 एक मिश्रित संख्या है। 
(0) ूए् संख्या के तुल्य है। 
3 भा 
(9५) पृ जा हे 0 के। 
(0), “| 55 होती है, क्योंकि -2 ८ (-4) <3 9८3 है। 
(छं) समीकरण 8:+8>0 का हल एक पूर्णाक है। 
(श) समीकरण 8:+4-0 का हल एक भिन्‍न संख्या है! 
क्यों सह 
(४) तु परिमेय संख्या नहीं हैे। 
परिमेय 53 पदों में ] 9 पदों में नहीं हे 
60) परिमिय संख्या ८ लघुतम पदों में है, परंतु -- लघुतम पदों में नहीं है। 
(5) यदि परिमेय संख्या हा मानक रूप में है, तो परिमेय संख्या -+ भी मानक रूप 


परिमेय संख्याएँ. |॥ 


में है।. 


॥2_ गणित 


१.5 परिषेय संख्याओं का संख्या रेखा पर निरूपण 
कक्षा छः में, हमने रेखाखंड का समदविभाजन 
करना सीखा था। मान लीजिए #&8 एक रेखाखंड 
दिया है। & को केंद्र मान कर तथा &8 के 
आधे से अधिक की त्रिज्या लेकर «8 के दोनों 
ओर एक-एक चाप खींचिए। अब इसी त्रिज्या को 
लेकर, परंतु 8 को केंद्र मान कर पुन; &58 के दोनों 
ओर दो चाप खींचिए जो पहले बने दोनों चापों को 
बिंदुओं ? एवं (0 पर काटें। ९0 को मिलाइए जो 
43 को ० पर काटे। इस प्रकार, ७8 पर प्राप्त 
बिंदु 0० ही &8 का मध्य-बिंदु है (आकृति ।.2)। आकृति 4.2 

समद्विभाजन की यह प्रक्रिया दोहराने पर हम »&8 को 2:<25&4 बराबर भागों में तथा 
पुन; दोहराकर 4: 2-8 बराबर भागों में बाँट सकते हैं। इसी प्रकार, ४8 के 64, 256 आदि 
बराबर भाग क्रिए जा सकते हैं। 

क्या ७8 को 3 बराबर भागों में बाँध जा सकता है? वास्तव में, हम ७8 को जितने चाहें 
उतने ही बराबर भागों में विभाजित कर सकते हैं। हम इस रचना के विस्तार में नहीं जाएँगे, 
परंतु इस तथ्य को परिमेय संख्याओं के संख्या रेखा पर निरूपण के लिए प्रयोग अवश्य करेंगे। 


पं 





त 5 ॥ ]॒ 

मान लीजिए कि हमें संख्या रेखा पर [* य्‌ जैसी परिमेय संख्याओं का निरूपण करना 
मा 2 पूर्णाक 2 में तरह स्ड्ट 

है। हम जानते हैं कि परिमेय संख्या प 7था पूर्णाक 2 में कोई अंतर नहीं है तथा -प तथा 

-2 समान संख्याएँ हैं। पूर्णाकों का संख्या रेखा पर निरूपण हम पहले ही सीख चुके हैं। अतः 


वे सभी परिमेय संख्याएँ, जिनका हर । है, संख्या रेखा पर निरूपित की जा सकती हैं! 


परिमेय संख्याएँ... ॥3 

५2... 5०३ ! असी की 
मान लीजिए हमें - या जैसी परिमेय संख्याओं का निरूपण करना है (आकृति 
(.3)। इसके लिए रेखा पर बिंदु & का चयन करते हैं जो पूर्णाक । को निरूपित करता है। 


अब रेखाखंड 0» (0० पूर्णाक शून्य को निरूपित करने बाला बिंदु है) को समद्विभाजित 


करते हैं और मध्य-बिंदु 8 प्राप्त करते हैं। चूँकि 08 रेखाखंड 0५ का आग है, अतः 
बिंदु 8 संख्या - को निरूपित करता है। रेखाखंड 08 को (! पर समद्विभाजित करने पर 
प्राप्त बिंचु (! संख्या ह को निरूपित करता है। इसी प्रकार, यदि ७“ संख्या -] को निरूपित 
है गन हे बिंदुठ* से 
करता है, तो 05: का समद्विभाजक बिंदु 8', 72 को तथा 08: का मध्य-बिंदु 2” संख्या 


हर को निरूपित करता है। समद्विभाजन की प्रक्रिया को इसी प्रकार दोहराते हुए, हम उन 


सभी परिमेय संख्याओं को निरूपित कर सकते हैं जिनका अंश | एवं हर 2 की कोई घात 
है। 
 ग॥ जक 


७० : , हमने एक विशेष प्रकार की परिमेय संख्याओं जैसे ॥! ग7' 5 इत्यादि 


के निरूपण की विधि पर विचार किया है। परंतु तथ्य यह है कि कोई भी परिमेय संख्या, 
संख्या रेखा पर निरूपित की जा सकती है। यह इसलिए: संभव है क्योंकि हम एक रेखाखंड 


का जितने चाहें उतने ही बराबर भागों में विभाजित कर संकते हैं। यदि हम -- को संख्या 


रेखा पर निरूपित करना चाहते हैं, तो हम बिंदु 7 का चयन करते हैं जो रेखा पर 2 को 
निरूपित करता है। 


हक 
0 कु 2 


ननिएणदणएणणणजजज।णणा एप एए7एप/तख पपभपप पए।पधभभ || 
2] 


0 (५ 





आकृति 7.4 


4.. गणित 

अब रेखाखंड 007 को 7 बराबर भागों में विभाजित करते हैं। यदि 0 के दाई ओर पहला 
हैंचोई ह [ कवर 

विभाजक बिंदु 0 है, तो रेखाखंड 00 की लंबाई 07 की लंबाई की - होगी तथा इस प्रका 


बिंदु 0 संख्या रेखा पर -> को निरूपित करेगा (आकृति !.4)। यदि हम पद को रेखा 


पर निरूपित करना चाहते हैं, तो 0) के बाईं ओर बिंदु ? लीजिए जो -7 को निरूपित करता 
हो। अब रेखाखंड 07 को 9 गबर भागों में विभाजित कर 0 के बाईं ओर का पहला बिंदु 


0 प्राप्त कीजिए। बिंदु 0 ही संख्या पा को निरूपित करता है। 
2. संख्या रेखा पर निरूपित करने से पूर्व परिमेय संख्या को मानक रूप में लिख लेना 
चाहिए। क्योंकि हा को निरूपित करने के लिए हमें # लंबाई के रेखाखंड को ७ बराबर भागों 


में का ,. 350 
में बाँटना होता है, अतः 4 का धनात्मक होना आवश्यक हे। संख्या रेखा पर 5 


एक़ ही बिंदु से निरूपित होंगे। परंतु > के लिए हमें मात्र एक समद्विभाजन की आवश्यकता 


होगी, जबकि गा के लिए हमें 50 मात्रक लंबे रेखाखंड को 00 बराबर भागों में विभाजित 


करना पड़ेगा! 


हम जानते हैं कि 0 (शून्य) एक परिमेय संख्या है, क्योंकि इसे 7, जहाँ 750 तथा 


मे  () 0 
4 #0 है, के रूप में लिखा जा सकता है। इस प्रकार, 0---- आदि। 0 के 


|| ]00 596 
दाई | + र्ि ६ > नं [ श्टः 5 ना 
दाई ओर की सभी संख्याएँ धनात्मक संख्याएँ हैं। इस प्रकार, हा | 5 हि पा सभी 
धनात्मक संख्याएँ हैं। 0 के बाई ओर की सभी संख्याएँ ऋणात्मक हैं। इस प्रकार, 
-3 -8 6 802 


तक 9 चजिनननाण्मत७ 3 अमन 


१4 
7 59' 7553 5599 सभी ऋणात्मक संख्याएँ हैं। इस प्रकार, एक परिमेय संख्या थे 
के लिए हम देखते हैं कि 


3] 


परिमेय संख्याएँ.. ॥5 


तू क शुन्य है, यदि #-0 है। 


2, हा धनात्मक है, यदि # तथा ६ दोनों घधनात्मक हैं अथवा # तथा ५ दोनों 
ऋणात्मक हैं। 

3, हा ऋणात्मक है, यदि » धनात्मक तथा 4 ऋणात्मक है अथवा » ऋणात्मक तथा 4 
धनात्मक है, अर्थात्‌ # एवं 4 विपरीत चिह्वों वाले हैं । 


१.6 पशिमेय संख्याओं में क्रम संबंध 

आइए, दो परिमेय संख्याओं <> एवं दर पर विचार करें और संख्या रेखा पर इन्हें निरूपित 
करें। यदि इनके निरूपण से एक ही बिंदु प्राप्त होता हे, तो दोनों संख्याएँ एक ही हैं, अर्थात्‌ 
बराबर हैं, अर्थात्‌ दा नर र । परंतु रा 'एवं पर के बराबर न होने की दशा में ये बिंदु 


पे 222 ग दाईं 
अलग-अलग होंगे। इस अबस्था में या तो का 'ए के बाईं ओर होगा या ह के दाईं ओर। 


यदि #*[ के बाई ओर है, तो श<( 
तथा दाई ओर होने की दशा में 7“ दर होता है। 


४ (2 7 
इस प्रकार, दो परिमेय संख्याओं न और हर के बीच 


2 + 2 ./ 2? 
ही हम यो एप)  ध+ 7 या ) वब्” 
संबंध होता है। 


संख्या रेखा पर निरूपण के बिना भी भिन्‍नों के समान हम दो परिमेय संख्याओं की 


तुलना कर सकते हैं। यदि <- एवं -- (मानक रूप में) के हर समान हैं, अर्थात्‌ 5-6 है 
तो हम इनके अंशों की तुलना करते हैं। 


86._ गणित 
यदि #>० है, तो का होगा, 
यदि #<# है, तो 2 <- होगा, और 
यदि #># है, तो “>- होगा। 


3 
इस्त प्रकार, >> तथा 7 की तुलना से हमें प्राप्त होता है कि का क्योंकि 3<7 


है। इसी प्रकार, यूद्ध एवं की तुलना के लिए हम -7 एवं -। की तुलना करते हें 


संबं जी है। है रिमेय 
और संबंध प्र:” -पृद्ध प्राप्त करते हैं। इस प्रकार, समान धनात्मक हर वाली प 


संख्याओं <- एवं > के लिए 





(2 7 
या छ्टेद्ृ, यदि.7-#या 7 < #या १ > # 


क्षलग-अलग हर वाली परिमेय संख्याओं की हम कैसे तुलना करें? यदि >> तथा -+ में 


र्छ 


4#4 है, तो हम इन संख्याओं को समान (धनात्मक) हर वाली तुल्य संख्याओं से प्रतिस्थापित 
करते हैं और फ़िर इनकी तुलना करते हैं। उदाहरण के लिए, - एवं 5 की तुलना के लिए 


3909 27 7955. 35 
शक स्थान ्ेन--» ० का ५9-2०... 
के स्थान पर नम करा के स्थान पर की लिखते हैं। अब 27 एवं 


7 35 | हैं 
35 की तुलना के अनुसार, 27 <35 है। अतः न <-+ और इस प्रकार जन ठ प्राप्त करते हैं। 
उदाहरण 3: निम्न युग्मों में परिमेय संख्याओं की तुलना कीजिए: 


हि । एवं 22 पी ली! 
२५ काजू विन न दल एव लाभ + 
9) पृद्व वे गत 00 7 एव 75 
४. 5 जग 7 लत 8... लग 
00 “८ 


7 2 0, 


परिमेय संख्याएँ._. 7 


2 2> 27 567 
5 ]5>27 405 





हल: () तथा 


9 49>%]5 285 
27 27%5 405 





चूँकि 567 > 285 है, इसलिए 55 हैआ। 


-5 __-5»29 __-435 


ता) उ2 7 72%29 658 





-34 _ -342८22 __ -748 
29 29:22. 638 


चूँकि -34 -5 
चूँकि -748 <-435 है, इसलिए 20 “ उठ हुआ। 
. [व]_ ]2(-7) _-777 मर 
0) 57 ता त 
50 _502(-5)_ -750 
-7 -7%(-5) 35 


5 है 50 
चूँकि - 777 <-750 है, इसलिए “(-<--> हुआ। 


ज - _ 302 _ ॥5676 _-756 7 

0 8. 80000 5छ600(-]) हा 
“27 _-272%(-8) _ 262-) _ -26 
)2.. 42%(-8) -96»(-) 96 


चूँकि 86 ० अत 
चूँकि - 56 >-26 है, इसलिए का आओ 


8 गणित 


उपर्युक्त सभी उदाहरणों में, हमने परिमेय संख्याओं को समान धनात्मक हर वाली 
संख्याओं में परिवर्तित किया है और इसके लिए हमने दोनों संख्याओं के हरों को गुणा किया 
है (यदि यह गुणनफल ऋणात्मक है, तो -। से और गुणा किया है)। उदाहरण 3(१) में यह 
समान हर 5 » 27 है, जबकि 3 ([५) में समान हर 96 > [-8 » 2 » (-)] है। आवश्यक 
नहीं है कि समान हर के लिए हम इतने बड़े पूर्णाकों का प्रयोग करें। हम इस समान हर के 
लिए दोनों हरों के ल.स. का प्रयोग कर सकते हैं। उदाहरण के लिए, (3) में 5 »८ 27. < 
405 के स्थान पर हम 5 और 27 का ल.स. ८ 35 ले सकते हैं। 

2] _ 229 _ 89 


5 5 509 55 





9 _9%5 9 3 
2. 2755 35 


चूँकि ।89 > 95 है, इसलिए “->-> हुआ। 


उदाहरण 4: निम्न में रिक्त स्थानों पर < या > भरिए: 


6) £ ै! ही 77 ० कआ+ज5 हर 
872 60 ' -40 9 7.7 


हल; (|) 8 एवं ।2 का ल.स. ८ 24 है। साथ ही, 24- 89८3 - 2 ८2 है। 


॥]_ ]/<2 _ 22 
[2 2%2 24 





चूँकि (5 < 22 है, इसलिए > <-_ हुआ। 
2 


(॥) 60 तथा 40 का ल.स. 5 20 है। साथ ही, 20 560 »८2 -> - 40 »८ (-3) है। 


बाय सराए 9 


व की 722 _-4 
इसे अर 0 0 १90 


5 5८(-3) _-।5 


-40. -40%-3) ॥20 
के 


चूँकि -4 > -5 है, इसलिए ॑ 


> 
60 "यह जा 


कि! न है 
(9) संख्या “ठः ऋणात्मक है तथा “मत7 धर्ात्मक है।, 


न डे 
नत:।, “(7६775 हुआ 
अत ठप | 


असमान हरों वाली परिमेय संख्याओं <> एवं न की तुलना करने की एक और विधि 


इस प्रकार है: 


(५) £ एवं पर को मानक रूप में एक पंक्ति में लिखिए। 


22 
हर 
(४) न के नीचे ४9८9 तथा पर के नीचे 4:८७ लिखिए। 


| ड 2४5 शा 
का टी ि 


५ री है 


पा] कै हु 2 ५ ट्‌ 8 दूँ तल 


(#) पूर्णाकों ७># एवं ०»८/ की तुलना कीजिए। यदि ४३८४ < 69८ + है, तो श्र ् 


होगा। 
उदाहरण 5: निम्न युग्मों की परिमेय संख्याओं की तुलना कीजिए: 
2 बी 2 5 
हु जज आह जज बीए, जा 8 


गणित 


गे ष 3. ष्््ट 7: : पलक 
लः () ्र ह पा । 


44 2८ 3 7%55” 
(33) (35) 
कंयाकि है 3. 200. 
क्योंकि 33 < 35 है, अतः दा है। 
नील मजा ्ज्ट है? &। बज 
(॥) हर हि 


हि »(-3) 8% (-) डी 


5 न, 
क्योंकि -57< -56 है, अतः “१ “पृ है। 
(॥0) पहले हम प्र को मानक रूप पद में लिखते हैं। 
7 233 के! 
23 8 
जप, ऑिड प- 


अब 


(-36) (-45) 


क्योंकि - 36 <- 5 है, अतः प्र 9 छा 
हि 


जन 


.7 किसी परिशेय संख्या का निरपेक्ष साच 


याद कीजिए कि एक पूर्णाक का निरपेक्ष मान एक पूर्णाक ही होता है। यदि पूर्णाक 
धनात्मक अथवा शून्य है, तो पूर्णाक का निरपेक्ष मान स्वयं वह । ही होता है, जबकि 
ऋणात्मक पूर्णाक' का निरपेक्ष मान ऋणात्मक चिह्न हटाकर प्राप्त होने वाला पूर्णाक होता है। 
इस प्रकार, 5 का निरपेक्ष मान अर्थात्‌ ।5।-5 होता है, जबकि -9 का निरपेक्ष मान अर्थात्‌ 
।-9-9 होता है। इसी प्रकार, 


।-0] | 50, | 99 | - 99 तथा |0|-0 आदि। 
यदि संख्या परिमेय है, तो इसके निरपेंक्ष मान के बारे में क्या कहा जा सकता है ? पूर्णाकों 


गरिणेय रांख्याएँ. 2। 
के समान ड़ी परिगेय संख्या का निरपेश्न मान एक परिमेय संख्या ही होता है। इस निरपेक्ष मान 
'का अंश संख्या के अंश का निरपेक्ष मान तथा निरपेक्ष .।न का हर, संख्या के हर का निरपेक्ष 
मान होता है। दूसरे शब्दों में, यदि परिमेय संख्या ४« हट है, तो निरपेक्ष मान | «| - हे | ही ही! 


[१ | 





होगा। इस प्रकार, 











बीत 
0॥ ५ वी: 
| |-3| 
| | 5 
[6॥| 
7 73| 
[शा 87 
]73 | ॥7 2:75, 
“उठ || 29 | 0) _ 209 आदि। 








प्रझ्नालली 4.2 
4. एक संख्या रेखा खींचिए और उस पर निम्न प्ररिमेय संख्याओं का निरूपण कीजिए: 
0 2 0) < 07) > 69) 3 
4. 8 6 
2. मान लीजिए कि संख्या रेखा पर बिंदु 0,7 और 2 क्रमश: पूर्णकों 0.3 और -5 को निरूपित 
करते हैं (आकृति .5)। 0 एवं ? के मध्य तीन बिंदु 0,7९ एवं $ इस प्रकार चिह्िित कीजिए 
: कि 005 0२-१२$- 57 हो। बिंदुओं 0, ४ एवं $& से कौन-सी परिमेय संख्याएँ निरूपित 
होती हैं? अब 2 एवं 0 के मध्य एक बिंदु प' इस प्रकार निर्धारित कीजिए कि 2'> 70 
है। बिंदु [! कौन-सी परिमेय संख्या को निरूपित करता है? 


ब--+ 
#4/ 





न 


गणित 


मिम्म यग्मों में कौन-सी परिमेय संख्याएं 
0 हि 

३ ५ ++-+ गोल हर |) 

४) व: 2 ( 

(॥॥) हा एव - (५) 


बराबर हैं? 
-> ](9 20) 
एवं --< 


20 
8 


-4 


. 3 
एव या 
2] 


निम्न थुग्मों में कौन-सी परिमेय संख्या बड़ी है? 


न्यू नि 5 आक 
कक आज जा 

न 56 -4 -3 
(॥) पट हक (५) तप हे हा 
निम्न य॒ुग्मों में छोटी परिमेय संख्या छाँटिए 
ड दि 4 > ०, |] क्यू | 
0) पआरएणप् 6 7 

6 4-३ 
(॥) न ह 6009) एप्प 
निम्न में रिक्त स्थानों पर >, 5, < में से उचित संकेत भरिए 
.. - 7८ 0० .. #4॑ +5 
0) 75 ता) एप ह््य 
कर कं 58 
(॥) हु हच्फ ज्ग् (५) सिर मर 5 


प्रश्न 4 में दी गई परिमेय संख्याओं के निरपेक्ष मान लिखिए। 

प्रश्न 5 में दी गई संख्याओं के निरपेक्ष मान लिखिए तथा सत्यापित कीजिए. कि संख्या 
का निरपेक्ष मान संख्या से बड़ा या संख्या के बराबर होता है। 

रिक्त स्थानों में उचित संकेत >, - या < भरिए; 


9) 


7 








() (7) 





ह्त्कु 


0 
2 
कर, 


() ््त 











6० [34 











|) 


प्राप्त परिणामों की प्रश्न 6 के परिणामों से तुलना कीजिए। 


एशियन संख्या. 23 


।0, निम्न कथनों के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (7) लिखिए; 


>् कक 

0) परिमेय संख्या 7. संख्या रेखा पर शूचर के बाई ओर स्थित है। 
कम 

0) परिमेय संख्या -.[ संख्या रेखा पर शून्य के दाई ओर स्थित हे। 


(0) परिमेय संख्या - संख्या रेखा पर शून्य के न तो बाई ओर है और न ही दाई 


ओर। 
नस > बज |। 
(५) परिमेय संख्याएँ 7 'वं-। संख्या रेखा पर शुन्य के क्रमशः दाई एवं बाई ओर 
स्थित हैं। 
(0) यदि 4< है, वो | ;| होगा 














(४) यदि [#|»| है, तो ४53 होगा। 
(भा) यदि |; |-0 हैं, तो ४0 होगा। 


24 गणित 














जन रखने योग्य बातें 


4, संख्या , जहाँ # एवं 4 धनात्मक पूर्णाक हैं, भिन्‍न कहलाती है। 


2. संख्या क . जहाँ # एवं 4 कोई भी पूर्णाक हैं तथा 4 शून्येतर है, परिमेय संख्या 
कहलाती है। 


3, परिमेय संख्या हा सरलतम या लघुतम पदों में कहलाती है, यदि # तथां 4 का 
म.स. ७। हो। 


4. लघुतम पदों में परिमेय संख्या .[ मानक रूप में कहलाती है, यदि 9>0 हो। 
5, प्रत्येक पूर्णाक एक परिमेय संख्या है और प्रत्येक भिन्‍न भी एक परिमेय संख्या है। 
6. यदि न एक परिमेय संख्या है और # एक शून्येतर पूर्णांक है, तो 

य् न कर्क होगा। 
रे 


क एक परिमेय संख्या है और #%, # तथा 4 का सार्ब भाजक है, तो 





2-27”? दोगा। 
4. धृ+॥ए। 


8. यदि 


यदि 0702%5>4+></ हो। 

9. यदि » एवं » दो परिमेय संख्याएँ हैं, तो या तो 6)&>>» या 67) 25» या फिर 
69) #< » होता है। ह 

१0. प्रत्येक परिमेय संख्या, संख्या रेखा पर निरूपित की जा सकती है। 


, प्रत्येक परिमेय संख्या का एक निरपेक्ष मान होता है, जो शून्य या शून्य से बड़ा होता है। 
42, संख्या का निरपेक्ष मान स्वयं संख्या से बड़ा या उसके बराबर होता है। 


2 ५ ्> हें 2 7 
एवं ; दो परिमेय संख्याएँ हैं तथा 4,४>0, तब 42: होगा, 


+५|७ 





2. भूमिका 

कक्षा 6 में, हमने संख्याओं पर विभिन्‍न संक्रियाओं जैसे-प्राकृत संख्याओं का योग, पूर्ण 
संख्याओं का घटानां, पूर्णांकों का गुणा एवं भाग, आदि का अध्ययन किया था। वहीं हम 
इन संक्रियाओं के विभिन्‍न गुणों का भी अध्ययन कर चुके हैं। इस अध्याय में, हम इन 
संक्रियाओं के कार्यक्षेत्र का परिमेय संख्याओं तक विस्तार करेंगे तथा परिमेय संख्याओं के 
लिए इन संक्रियाओं के गुणों का भी अध्ययन करेंगे। इन गुणों में अधिकांश उसी प्रकार के 
हैं, जैसे हम पहले पढ़ चुके हें। 


2.2 परिमेय संख्याओं का योग 


हम जानते हैं कि यदि » और » प्राकृत संख्याएँ हैं, तो &+ » भी एक प्राकृत संख्या होती 
है। इसी प्रकार, यदि &» और » पूर्ण संख्याएँ हैं, तो &+» भी पूर्ण संख्या होती है। हम यह 
भी जानते हैं कि दो पूर्णाकों का योग एक पूर्णाक होता है। यहाँ हम दो परिमेय संख्याओं के 
योग की परिभाषा देंगे और देखेंगे कि यह योग एक परिमेय संख्या होता है। 

-8 


आइए, मान लें कि & तथा » समान हर बाली दो परिमेय संख्याएँ हैं। यदि »₹-पत 


6 ; 
है, जिसका अंश ४ 





6 पंशिय सखा 
एवं »5 5-7 है, तो » और » का योग एक परिमेय संख्या 


तथा » के अंशों -8 एवं 6 का योग है और जिसका हर » एवं » का समान हर ]] है। 
इस प्रकार 


4०... पं शव ीनय-णीऊाच॑ नल्‍ू 


] ॥िएं 
इसी प्रकार, 
4 3 _4+3 7, 


की शी ह 
6 -7 _ 6+-7)_-।] रू 


का यी चआजया य|£ वन 


23... 23 23 23 








-]॥] -25 -+-25) -36 
ीकेमदकमामनय, न नल जा अ्प---+++मफन “डे आज 
29. 29 29 29 आदि। 


योग का यह नियम इस प्रकार लिखा जा सकता है; 


| 77 


अल 
4. १4 





न 


5 एप 


यदि » एवं » के हर अलग-अलग हैं, तो » एवं » का योग किस प्रकार ज्ञात करेंगे? 
दा 8, ]5 में हे 
मान लें कि / 7 एवं )८ पा है। इस स्थिति में, हम पहले » और » के स्थान पर ऐसी 
तुल्य परिमेय संख्याएँ लिखेंगे, जिनका हर समान है। यहाँ 
8 8%]। 88 
जे न5 ++ ८5 व 


४ 7»]4 77 





॥] का का 


8. 45 88. 05 
इस प्रकार, के 9मर मर न “+ज+ ना +-+ + ++++- 


]]। 77 77 


_ 88+05 _ 93 
79 9 





उदाहरण १. निम्न परिमेय संख्याओं का योग प्राप्त कीजिए: 


परिमेय संख्याओं पर संक्रियाँ.. 27 
लः 0) पहले हम तुल्य परिमेय संख्याएँ प्राप्त करेंगे, जिनका समान हर 5 » 8 है। 


६४2८ 5 292८8 पल 6 
5 5>8 40 





3__3»5 ॥5 

8 8%5 40 

ये ये 6 .ड 

अतः, 5 87 40 
 तिकी5ई | 
.. 40. 40 


(0) यहाँ तुल्य संख्याओं का समान हर 25 » 36 होगा। 
]4 _:८36 _ 396 
25 25%:36 900 
9 __9225 _ 475 
36 36:25 900 


] 49 396 475 396+475  87/] 


इस प्रकार, _[76 76756 9500 9560 966 


में आ ब्द हा रत हैं ञ 
व्यापक रूप में, यदि श् एवं -; दो परिमेय संख्याएँ हैं, तो 








_ 7265 क #_/#>ध्‌ 

व कुटड तथा 5-5 

? ४ _797>%5 #*थ4 

और इस प्रकार दव/5 7 क्छ  5ख्त 
॥226७+/>< ६ 


अत:, दो परिमेय संख्याओं के योग का नियम है; 


कपल / टला 
पटक नै न... >«“ज जम बम जरली मर पलक नल कक 3. «... 
ध्‌ $ 22 


28 गणित 
उदाहरण 2: योग ज्ञात कौजिए: 
07 तो. हक्ो 
५) पूद्ु एव पर 
-4 .5 
॥) “या एव +ह का 
था) पत लेप 
८ बज (5::3)+ 8%8) 
हलः 00 वह्व 3 5 7 8 दवा3 


65+ 54 
जल 234 


]9 
. 234 


दाह रह (-4»4)+(524) 
!]. ॥4 9<4 
_ सतत 


54 
न 
+54 
जैसा कि हम पिछले अध्याय में देख चुके हैं, यदि परिमेय संख्याओं के हरों में कुछ 
समान अपवर्त्य हैं, तो समान हर के लिए दोनों हरों के गुणन के स्थान पर उनका लघुतम 
समापवर्त्य (ल.स.) लिया जा सकता हे। 


उदाहरण 3: सोग कीजिए: 


(४) 


0 पं एवं. 
॥0. -. ॥5 
७ : ६ एवं दर 
38 .. 26 


हल: () यहाँ 0 एवं 5 का ल.स. 30 है। ' 


-9 -9»*3 -27 


0007 0 . 09८3 ्।! 


परिमेय संख्याओं पर संक्रियाएँ. 29 


22 22>2 44 
]5 5%2 30 


>+9 22 “27 व 


ह+ कक नमन ये: 60% 
इस ब्रकार, [6 १5. 30 30 





-27+44 7 
ह 30 30 


() यहाँ 8 एवं 26 का ल.स. 234 है। 


33 _ 33)<3 _ 429 
8 8%3. 234 





अतठत;, 


7 4759 53 
76 769 _ उठय 
इस प्रकार बम 
ह ।' 8 756 ठठव 234 
582 
+ उठथ 


2.3 योग के गुण 


हम जानते हें कि यदि « और » दो प्राकृत संख्याएँ, पूर्ण संख्याएँ अथवा पूर्णाक हैं, तो 
झ+क|८-9+<% होता है। 


यदि £» और » दो परिमेय संख्याएँ हों, तब भी क्‍या योग का यह गुण सत्य होता है? कुछ 
उदाहरण लेकर देखते हैं 
-9 [7 _-9+7 _ 8 


] न न्न्ः । ५ ४ ४ 
कह 8 43 ॥39. 3 कम जी 


7 59 77+%-9_ 8 
43 43.. $3 43 





तथा 


30 _ गणित 


-9 -4_-92%7+(-4)25 -83 


9)... इज कअक्लछ 35 
“के व 4 54% 9) 7 07 
8: 5 253. 35 


8 7 8४५2+7»23 37 
(7) नया गी। पाप नक लव ्ताइ्ता लत के 


०० 8 7%3+8»2 37 
0 45 30 30 
सभी स्थितियों में हम देखते हैं कि »++->»+< है। 
इस प्रकार, हमें प्राप्त होता हैः 
गुण 7: यदि > और » दो परिसेय संख्याएँ हैं, तो ६+#9-<८>+> होगा। 


दो परिमेय संख्याओं का योग किस प्रकार प्राप्त किया जाता है, यह हम जानते हैं। परंतु 
तीन परिमेय संख्याओं का योग कया होगा? पूर्णाकों के समान ही हम पहले दो परिमेय संख्याओं 
का योग प्राप्त करेंगे और इस प्रकार प्राप्त परिमेय संख्या का तीसरी परिमेय संख्या से योग प्राप्त 


5 
करेंगे। उदाहरणार्थ, “7५7 एवं -- का योग हम इस प्रकार प्राप्त करेंगे 
-5 9 3 -5 9) 3 
नाएनी एमी एज | 7 + [की 
4 4 4 4 4) 4 


रन 


+ | 03 


+> | 3 +।+ 


पूर्णाकों के समान ही हम योग इस प्रकार भी प्राप्त कर सकते हैं: 
( ५) -5 22 ॥7 
न न नः च्दन-+- 
4 4 4 4 4 4 
दोनों प्रकार हमें एक ही परिमेय संख्या योग के रूप में प्राप्त होती है। 


एक और उदाहरण लेते हैं: 


3 -5 4 (न दर 4. 

नल > पटल 5 ही नत- 5 लिन, 

2 3 5759 353| 5 

ब९3+ 5598 4 
2923 5 

-] 4 

>> “>+- 

न्‍त्6 5 

-]%:5+49<6 
8><5 

9 

30 


| 
0 
न 
(.॥ | 4५ 


तथा | ] 3 -+5»5+ 42८3 
2 355 


3. -३3 


2. (5 


3ल्‍5+(-3)»2 . 
2725 





9 

30 

उपरोक्त दोनों उदाहरणों से स्पष्ट है कि तीन परिमेय संख्याओं का योग इस बात पर निर्भर नहीं 
करता कि हम उन्हें किस क्रम में जोड़ रहे हैं। चाहें जिस क्रम में, जोड़ें, योग सदैव एक समान 
ही रहता है। इस प्रकार, पूर्णाकों के समान ही, हमें प्राप्त होता हैः _ 

गुण ॥: यदि »» और ८ तीन परिमेय संख्याएँ हैं, तो 


/ (छ&+ओओकशन्ड्+(एकडट) .... 


32... गणित 
यदि योग के लिए हमारे पास चार परिमेय संख्याएँ », ५ < एवं / हों, तो हम उन्हें अनेक प्रकार 
से जोड सकते हैं। यथा 
(४+ 9) + (/+/) 5 [(४+9)+ 2] + 7 
ल्‍ के (9+ £5)]+ ४7 
व आझ + [५ + (&+7)] 
5» + [(५+ 25) + ॥] 
इस प्रकार से प्राप्त समान योग को हम &++9+£+ 7 से प्रदर्शित करते हैं। 


उदाहरण 4: निम्न संख्याओं का योग प्राप्त कीजिए: 
कल. लक बल जा 5 3] 


एवं "5 
5 


छ 03 


१५० | (>> 
"5 | *+ 


कु ञ 


पी) 


टी 25 9 ८ व 8) (ल9 52] 
हल; 0) [३ व3 3 7 उठ 5 पत्र 3.. 75 


52 -40 
 प्रय्रक झा 
 [3 83 
_ !2 
 [3 


गे 2 स्प््ि ने ध कक 

ही 8 व 5 

225+ (3) 23  205+ -8)222 
3%5 30 

 +“-] 


- “+++++- 


 ]5 , 30 


परिमेय संख्याओं गर संक्रियाएँ 33 
]%2+(-|)»] 


30 
-9 


30 

-3 

+ १0 
गुणों | तथा ग॒ का एक निष्कर्ष यह है कि तीन या अधिक परिमेय संख्याओं का योग ज्ञात 
करने के लिए हम उन्हें किसी भी क्रम में जोड़ सकते हैं, क्रम बदलने से योग पर कोई अंतर 
नहीं पड़ेगा। उदाहरण के लिए, उदाहरण 4 को हम निम्न प्रकार से भी हल कर सकते हैं 


27 25 -9 -2?॥। 2 -20 25 -9 
५. _-+++क+--_++--+- -- | _+--- |+ _+_-++ 
(0) 5] 5० जड़े -]85(5 / ।3)| (38  ॥$ 


_0.0 
. ]3 ॥]3 
2 


॥ ! 


2 
४ & “न न ++ भी “5 
0 “8 66 67 


(38) "[3*#] 
[>ु] -3)%3+(-8) . 


ि 


5 77 
की 
5»5+(-7)2८2 
30 
-9 
30 
-3 
जि 


34. गणित 

हम जानते हैं कि पूर्णाक के रूप में शून्य (0) का एक विशेष गुण है। किसी पूर्णाक 
में शून्य का योग करने पर वही पूर्णाक प्राप्त होता है। क्योंकि शून्य एक परिमेय. संख्या है, 
इसलिए आइए देखते हैं एक परिमेय संख्या में इसे जोड़ने पर क्या प्राप्त होता है। 


का 
9 99 9 9 
में 0) ५ 
(याद कीजिए कि परिमेय संख्या के रूप में 0 का तुल्य रूप है ८ , जहाँ 4 कोई भी शून्येत 


पूर्णाक हों सकता है।) 
इसी प्रकार, 


-5 +5 0 “5+0_ -5 
ह का 


0 >मलक के दर न पता न5 चअन+5 
209 209 209 209... 209 


20 "८ 28202 - 22+0 2 
५ 4 4 ६१ ० 
इस प्रकार, हम कह सकते हैं: 


गुण ॥: यदि + एक परिगेय संख्या है, तो 
0+४5+२+ 05५ 
हम जानते हैं कि यदि » एक पूर्णाक है, तो 
»+ (+-०) 5८ 0 
उदाहरणार्थ, 5 + (-5) - 0, - 08 + 0] 5 0 
पूर्णाक -» पूर्णाक का ऋणात्मक (#८४०/४१०) कहलाता है। 


इस प्रकार, -5, 5 का तथा 0, -0। का ऋणात्मक है। इसी प्रकार, परिमेय संख्याओं के 
लिए भी ऋणात्मक संख्या होती है। यदि ४- हा एक परिमेय संख्या है, तो दी एक ऐसी 


गरिमेय संख्याओं पर संक्रियाएँ .. 35 


परिमेय संख्या है जिसके लिए 


सत्य होता है। 


/ 
दूसरे शब्दों में, . का ऋणात्मक --- होता है। उदाहरण के लिए, >> संख्या > का तथा 


दा संख्या दा का ऋणात्मक हे। इस प्रकार, हम प्राप्त करते हैं 


गण (५: यदि « एक परिसेय संख्या है, तो परिमेय संख्या -५ के लिए ४+ ( 
(-)+ ४5०0 सत्य हैं। -£ संख्या £ का ऋणात्मक होता है। 
गुण ॥५ में दिए गए संबंध से यह निष्कर्ष भी निकलता है कि यदि -», « का ऋणात्मक है, 
तो & -& का ऋणात्मक है, अर्थात्‌ 

5- (->) 
उदाहरण 5: परिमेय संख्याओं « एवं » के दिए हुए मानों के लिए, निम्न संबंधों की सत्यता 
की जाँच कोजिए: 


!/६ 


हि 
() + (न 2) बडा यदि चिट न और ऋचय 


-. | 


यदि 2 5 - 2 और -5 
0) -“७+9)5(-»+(-३) यदि >>यु और »57> तथा >₹ौ]-एझूः और »च्प् 


अली ला न तन ि ( बस 
हर ४ जूः ( ) नग्न अर हा अजम+क-+ ब_ 


को 


अर्थात्‌ दोनों स्थितियों में, - (- ») ->» है। 


ज्त गण्ित 
2 5 
(0) कि शला। हल के लिए, 


-(८४+%) क्ू- (5 ये दर) ह [ ]4+व5 ] के 








3 जप ठ् ह्ड्ी 
-2 -5 _-2»7+(-5)%3 _--29 
इसी प्रकार, (-»)+(-9) 5 उठा यश गा उद्ा़ 5 ऊ 
ब् -5 
इसी प्रकार, ४“ एवं हर“ के लिए, 
न आय 
-+») #*-[5" 5 
>> 27% (53 _ “29 “(-39) 
रा 3><7 0 य . 53] 
29 
2 
-2 -5 
तथा (-&)+(-»)5| [5 5||४|[(फऊ 
_-(-2) ,-(-5) 
3 य 
2 5 
ले प्रफ॑प 
37 
_4+5 
24 
29 


ह तत्त्‌ 
इस प्रकार, दोनों ही दशाओं में हमें 
- (४ +े ७) ८ (- ) + (-- ७) 
प्राप्त होता है। 


परिषेय संख्ताओं पर संक्रियाएँ 37 
प्रश्चावली 2,॥ 


योग कीजिए: 

6 न्‍ 4 जा हि ५ 6 
ल्‍ 52. एव कटी या प एव रैम 
6) हू खवं-: पल 

6 _: ॥ै] 2 0 वेट 20 25) 
) ->2 एवं ---- -7+ एवं --+ 
था) पूत्र | मत (9) एव अत _7६ 
सरल कीजिए; 

४32 -3 5 
के न न रहकर ॥) हि 4: घ्म्ड्] 
५ आह -2 न हा अजय 
थी) 97 ७७0 5 ऊऋ 


दोनों पक्षों को अलग-अलग जोड़ कर निम्न समिकाओं की सत्यता की जाँच कीजिए: 


-5 -6_-6 -5 ३9... सेट -7 
ं सन निदान तय पन-+ सनक तनमत -77+ (-4)+-4+-+ 
6) जप 77 या ध) 5 9 

-8 हि 4 -5 _-5 4 
3 मे 5 22: 7 7० ध कप की क+ जनम ++ प 
07) 5707) | ५ को 8 8] 


दोनों पक्षों का अलग-अलग योग कर, निम्न समिकाओं का सत्यापन कीजिए: 


. 3 5 कफ [3 -5) 7 3 - [4 5-8 _- 4) -8 
आह 28 0) 37(7"7/7379/" 5 


हु) 7 नठ3 2 7 3 *] 3 2 -4 -3 2] -+-+* 
७ पहजचडीए)ई.. ७ पक) यह) 
निम्न में से प्रत्येक का सरलीकरण कोजिए: 


५ व 2 अर ०42 7. कक (| व 30 
आम 0) था: | 


त8... गणित 
2.4 परश्चिय संझ्याओं का व्यवकलन ( घटाना ) 
हम जानते हैं कि यदि ५ और » दं, [र्णाक हैं, तो « से » के व्यवकलन का अर्थ है > में 
-» का योग, अर्थात्‌ 

४-7 »र>+ (- 0) 
यहाँ बाई ओर का (-) चिह्न व्यवकलन संक्रिया के लिए प्रयुक्त हुआ है, तथा दाईं ओर के 
(-) चिह्न का अर्थ है पूर्णाक का ऋणात्मक होना। दो परिमेय संख्याओं के व्यवकलन 


(घटाने) को भी हम इसी प्रकार परिभाषित करते हैं। विशिष्ट रूप से, यदि हा णवं पर दो 


कक । हि | 
4 ७४ ० हे 


परिगेय संख्याएँ हैं, तो 


इस प्रकार, 


-3 9 _-]3 7 न 
5 27 ॥5 | 97, 


-8 कि नह, ज्र| 

आज | अऑंऑज-+ | 55 >ज>--+- न तय जिओ 

2] | ]9 | 2] 2] 
यहाँ दाईं ओर के व्यंजकों को सरल करके हम उन्हें एक परिमेय संख्या के रूप में लिख सकते हैं। 
उदाहरण ७: व्यवकलन कीजिए: 


2 क्षा 2 ३५ पर) 6 

() 08 से 0) का हा से 
2 कक की मल 
(0) त्् का 5 सं (ए) 9 का ञ 


गरिगय सख्याओं पर संक्रियाएँ 39 


3285 लाई 2222 
35८5 


हि: आर [क डा हा द 


6.8 
4 
62८7 +8><[ 
- वक्त | 
30 
बे 

- 3 ]9 -3 (-9) 
0) पद उठ 5" ऊ 
-39><9+ (-9)»5 





-2 2, 


55 


लि 

(५) गा ]9 / 2] बा 

+-8 ॥5 

न्ज- नी “5५5 

2] 9 

-89>9+5»<2] 
2]9<]9 





40 गणित 


9 


-3 हे 
उदाहरण 7: (0 द-द में किस संख्या को जोड़ने पर “६ प्राप्त होगा ? 


गा 
5 रु जोडें <्थ्छ 
0) प्यद्ग में क्‍या जोड़ें कि योग नल हों जाए ? 
हल: इनका हल हम दो अलग-अलग प्रकार से करेंगे। 
लें 9 + 2? -3 है 
| ज्र्र में कर >> तब 
0) मान लें कि उठ में ० जोडने पर गे । होता है। तब 


-3 
5 


2 
प्‌ 


7 


दोनों ओर पडा जोडने पर प्राप्त होगा: 


(३ हम 
90 9 तय ज 


27 4 27. 5 27 
र्थात्‌ 2 _773 के 9 
गम ५ [5 27 


> आज 9205 





35 
_-22 
35 
(४) यहाँ अभीष्ट संख्या है: न बे कि कं 
2] 9 2 9 
-8 . 45 
वे प्र7+“- 
2] 9 


हे --53>]9+5><2] 
2]9<८]9 


परिमय उंधवालों का संकराआाएँ.... | 


-52+35 
399 
]63 
399 
हम जानते हैं कि यदि « और »(४#)) दो पूर्णाक हैं, तो &-»#>»-< होता है। 
परिमेय संख्याओं के व्यवकलन (घटाने) के लिए भी यह कथन सत्य है। 
उदाहरण के लिए 


यदि ४5: और » हि है, तो 


3 329-7%5 _-8__8 

४ 5 9 5,2८9 45. 45 
7 3 7:5-3%9 8 
9 5 95. 45 

पुन: पूर्णाकों ५, » और £ के लिए, हम जानते हैं कि (४+0) +2>>+ (»+ 2) होता है। 
परंतु संबंध (६-9) -25+-(/-2) केवल 2-0 होने पर ही सत्य होता है। परिमेय संख्याओं 
के व्यवकलन के लिए भी यही स्थिति है। उदाहरण के लिए, 


तथा टम्ज 


] | ] 
६5 पं पुल के ८ 
है 25 7 कक 
हे न आम ली आम 
परतु हे 23 7।| 25 42 ' 


. परिमेय संख्या के रूप में, योग के लिए 0 का गुण हैः 
<+0ल्‍5+<> तेथा 0+ >> 
परंतु व्यवकलन के लिए, 


४-0 >>» तो सभी परिमेय संख्या के लिए सत्य है, किंतु 0-:5> किसी भी शून्येतर 
पंरिमेय संख्या » के लिए सत्य नहीं है। 


हे ७ 
आह भे करण 


गगाग्‌ 


इ्ोलाउ ता सका तन पका काथकार 


मान लें कि हमें व्यंजक 


3 ] -2) 7.3 4 
>कग्र+-7 उमर 
8: 8 8 702 3, 7) 


को सरल करके एक परिमेय संख्या के रूप में लिखना है। वैसे तो एक बार में दो संख्याएँ 
लेकर इस व्यंजक को सरल किया जा सकता है, परंतु इसे निम्न चरणों में भी सरल किया 
जा सकता है 


अरण ॥: व्यंजक की सभी संख्याओं के हरों का लस. प्राप्त करते हैं (हमारे उदाहरण में यह 
ल.स. 40 है)। यह संख्या सरलीकरण के उपरांत प्राप्त होने वाली संख्या का हर है (जिसका 
लघुतम पदों में होना आवश्यक नहीं है)। 


अग्ण |:सरलीकृत संख्या का अंश हम निम्न चरणों में प्राप्त करते हैं 


() 


(0) 


(ग) 


(9५) 


(५) 


प्रथम संख्या के हर से ल.स. को विभाजित कर भागफल प्राप्त करते हैं (हमारे उदाहरण 
में यह भागफल 5 है)। 


प्रथम संख्या के अंश को 0) में प्राप्त भागफल से गुणा कर एक पूर्णाक प्राप्त करते हैं 
(हमारे उदाहरण में यह पूर्णाक 5 है)। | 
व्यंजक की सभी संख्याओं के लिए चरण ॥ 0) एवं (४) को दोहराते हैं (हमारे उदाहरण 
में इस प्रकार प्राप्त होने वाले पूर्णाक क्रमश: 20, -6, 35, 60 और 32 हैं)। 

इस प्रकार प्राप्त पूर्णाकों के मध्य वही चिह्न लगाते हैं, जो मूल व्यंजक में संगत परिमेय 


संख्याओं के मध्य लगे हैं (हमारे उदाहरण में इस प्रकार प्राप्त व्यंजक है 
5 + 20 + (--6)+ 35 .- 60 + 32)। 


चरण ॥ (४) में प्राप्त व्यंजक से प्राप्त पूर्ण ही सरलीकृत परिमेय संख्या का अंश है 
(हमारे उदाहरण में प्राप्त अंश 26 है)। 


आरण पा: प्राप्त संख्या को लघुतम रूप में लिखते हैं। 


उपरोक्त चरणों में सरल करने पर, हमें 'परिसेय संख्या न प्राप्त होती है। ... . 


0. , «' एक परिमेय संख्या के रूप में व्यक्त कीजिए: 
2 4 2 
ना 


गरिरेस संख्यादों पर संक्रियाएँ 43 


5५०: वांछित हर ८ 5, 3, 5, 5, 3 का लघुतम समापवर्त्य - 5 (चरण ॥) 


5+5 5-3 


2. 
5 

293- [6] 
]5+35-८5 
3 

8» 5 [40 
का 5+5+-] 
5 

2 » । -[2 
->: 5+5+-3 

4 *८ 35:2 
-: 45+35८5 

29% 5 -< 


[ चरण वा 0)| 


[ चरण वा (॥)] 


[ चरण वा त॥)] 


[ चरण ॥ (0)] 


[ चरण व ()] 


[ चरण प (॥)] 


वांछित अंश -6+40- 2 + 2-0 


अत;, वांछित परिमेय संख्या 


न 5 (चरण ता 
और !; 


४... गागिग 
उपर्युक्त प्रक्रिया को हम संक्षेप में निम्न प्रकार लिखते हैं; 
20% 0 के 5 





$ 3 5 85 3 | 
_ (2:८3)+ 89८5)-(22८)+ (4 93)- (225) 
5 
6+40-]2+2-0 
ः १5 
58 70 
हे [5 
36 
त्प्दु । 
>_ 
5 


छश्यालागी 3.3 
4. अंतर ज्ञात कीजिए: 


जैक 5. ५. » 5) ०6 
4 43 _॥2 है आल 2: 
0) १57 75 0) गत 76 
३३३२ हे > है. +7 
) ५ आपका ५) दप्र प८ 
था) 77] 4७) यूत्र-पत् 


2. निम्न में से प्रत्येक में पहली संख्या को दूसरी में से तथा दूसरी संख्या को पहली संख्या 


में से घटाइए। जाँचिए कि क्‍या दोनों बार एक ही उत्तर प्राप्त होता है। - 
पे 2 की अक2, 
४0 ए४१६ ७) व! 5४ 0) द्रव उठ 
3. दो परिमेय संख्याओं का योग - 8 है। यदि एक संख्या गा है, तो दूसरी संख्या ज्ञात कीजिए। 
4. दो परिमेय संख्याओं का योग रे है। यदि एक संख्या -+ है, तो दूसरी संख्या ज्ञात 
। 9 


कीजिए। 


0, 


गरिगेय खंख्याओं ॥र गंक्रियाएं *, 
संख्या हा में क्‍या जोडें कि योग न्‍ प्राप्त हो जाए? 


संख्या न्ति में से क्या घटाएँ कि रत प्राप्त हो? 


प्रत्येक युग्म में परिमेय संख्याएँ ज्ञात कीजिए और जाँचिए कि क्या वे बराबर हैं: 


ु 5-8 ॥) -4 सह न्ज 
(0) 9-3). [09/ 0: / ७. 75 


8 पिन, 3 -2 -। 
की 0) हू ब्रा 56 
। 72 “2 [ -5 7 
आम 00 पृ 


रिक्त स्थान भरिए: 


0 पक 
() छठ () कह कद -४7 न + 
। । ]5 
(9 क्र जततर (५) ..« जज 
निम्न कथनों के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (7) लिखिए; 
-]2 9 

८ न « 

को ज 4 पा  5 


(४) ऋणात्मक परिमेय संख्या का ऋणात्मक एक धनात्मक संख्या होती है। 


(०) यदि « एवं » दो परिमेय संख्याएँ हैं, जहाँ ४> », तो »-»' सदैव एक 
धनात्मक परिमेय संख्या होगी। 


40. गणित 


2,6 परिमेय संख्याओं का भुणव 


दो परिमेय संख्याओं का गुणन दो भिन्‍्नों के गुणन के समान ही होता है। यदि | एवं 


पल | 5 


दो परिमेय संख्याएँ हैं, तो 


४ 9># आंशों का गुणनफल 
नयन कर: से पक टार रा आए का कस्जला का 
4 5 4१»%५७ हकों का गुणनफल 





इस प्रकार, दो परिमेय संख्याओं का गुणनफल एक परिमेय संख्या होती है, जिसका अंश दोनों 
परिमेय संख्याओं के अंशों का गुणनफल तथा हर दोनों परिमेय संख्याओं के हरों का गुणनफल 
होता है। 

उदाहरण 9: निम्न का गुणनफल प्राप्त कीजिए: 





८ 5 5 झ .... -+-3 अरे 35 
ही). ० और हे ही और गीत और न 
हे ॥ 2८75 _ 325) - 
हैलः. ५ दुआ तह 
जा 
7 56 
७. <2,(6 _ 206 
कं ]] 5 77955 
_ -[2 
.. दु5 
2 आम व 
मर हे (-3)(-5) 
. [9 ॥3.. ॥9गद3 
]5 


247 


हज हज ् पु 
22/ /8]५॥ कट ॥४॥ 


परिमय संख्याओं पर संक्रियाएँ.. 47 


हम पूर्णाकों के गुणन के कुछ गुणों का अध्ययन कर चुके हैं। परिमेय संख्याओं के गुणन के 
गुण भी इन गुणों के समान हीं हैं। उदाहरण के लिए, यदि » और » दो पूर्णाक हैं, 


तो हम जानते हैं कि 


ने 2 पल) जज 








यदि पे 52 और के व हे तो 
9 ४. 82 
३35 7 जला /ः 2. 
कपल 82 9%82. 738 
है $ उठ 7%355 (2) 
फ्था “शक न 50 9 82597 758 
52 कि 22 
ही 0 80. 2 "0-5 
अर्थात्‌ 22000 | 
2] -|[। 2]2८(-8) -23] 
इसी प्रकार, 6 5 [6४5 _ ४80 
+ व 2] (-)ऋ2। -23[ 
तथा ता तट 
5 |6 59<86 80 
रे 2 ता 0] 
अत ५ यहा +उाा। धारण ०3७५४ ४३५ हक कार! 
+ यह 86 5 5 ]6 
व्यापक रूप में, यदि +>> तथा ४#< है, तो 
त हु न्‍ 
है 26 $ ८ का हक 2 
4 8४8 १२५७ 
तथा आऋअन पल तप 
5४ ५८ पथ 


3|| | | 
परंतु पूर्णाकों के गुणन के गुणों से हम जानते हें कि 


?>7>7>/| ऐैथा ६२८४८ ४२ ६ 


इस प्रकार, _#+5“» 
ध्‌ू 8 ४8 0५ 
जअते।, +४८४>- 
इस प्रकार, हम कह सकते हैं: 
५ +: यदि « और » दो परिगेय सख्याएँ हैं, तो «9८» ८ »»<» होगा। 
यदि », » और ८ तीन पूर्णाक हैं, तो हम जानते हैं कि 


(४ »८ ५) ८ ४ ८४ »८ (५ » 2) 


आइए, देखें कि क्या यह गुण परिमेय संख्याओं के लिए भी सत्य है या नहीं। उदाहरणार्थ, 
यदि ४८ पं नजर £5> है, तो 


स्ट जिन ण 
42०30 आह औ बे शी 7 ता 


6 5 30 
५८ 5:--..... 


44 7 308 


5 
54 


->3 [नडटे 5) -3 /-23८5 
तथा 32 (४४४०) ७ प्र जाप न ]»८7 





-3 0 _ 30 
74 77 308 
5 
54 
इस प्रकार, (०२ ४) २ 25४०८ (५ >८ 2) 


परिमेय संख्याओं पर संक्रियाएँ. 49 





इसी प्रकार, 
(22 जि 
93 ४ 9०>3 ह। 
-52 5 
स्ड्ड +--+- २५ -+-- 
27 7 
-780. -260 
 789  . 63 
नि मन 
तथा 9 2 न | 
_-780 _ -260 
89 63 


ये सभी गुणन के निम्न गुण के अनुरूप हैं: 
गुण ता: यदि », » एवं ४ तीन परिगेय संख्याएँ हें, तो 
(४ 2८») २ 2 >>» (५२८८) 
इस गुण के कारण हम तीन या अधिक परिमेय संख्याओं को कोष्ठकों को देखे बिना गुणा 
कर सकते हैं। समुचित उदाहरणों द्वारा हम देख सकते हैं कि यदि », » £ एवं # चार परिमेय 
संख्याएँ हैं, तो 
(39) & (270) || २६(५२८०)] 7 [(४०५) २2] »९। 
< 2४ >६ [((५»८ 2) »६॥] ८ ८ »< [५ >८ (52८ ४)] 
ये सभी »» » » ४५८7 के रूप में लिखे जा सकते हें। 
हम जानते हैं कि 0 तथा | विशेष प्रकार के पूर्णाक हैं। 0 से गुणा करने पर कोई भी 


पूर्णाक 0 हो जाता है, जबकि | से गुणा करने पर पूर्णाक में कोई परिवर्तन नहीं होता। 0 तथा 
। परिमेय संख्याओं के साथ भी इसी तरह का गुण रखते हैं। 


गुण हा; यदि £» एक परिमगेय संख्या है, तो 


22८05 0>»:#%+5- 0 


बह] जण्गित 
स्पष्टीकरण के तौर पर, 
6] 3 () 


जु ६) -- +ा- >< -+ 
&>. 43.2, ॥ | 





-74(005 () -46()95 
कलमिःपयः,ााडणजायण 5 आजा रु ौ-ऐट्तिक0क२ौि ससलक 





(3 जद 
279 पृ 279 
(2) >< (-- (05) 
पु ।>< 279 
_ _0_ 
+. 7279 
जन ) 
जुष्त्रा ॥९४१: यदि « सका यारिसेय संख्या हो, तो 
अं ऊंद | बी 9 अंद ऋ नया 5 
ऊदाहरणार्थथ , 
386 उ856ठ 7 
ज>++++ 7< | --- श्र -- 
273 उ7एठ 4 
_ 386><_ 386 
+ >273><] 2735 
--983 -१7 _-_-983 
>ट---नायजन+ लय +य+ >»< ->-7_-_--- 
]040  4040 
_ 4>»८(-- 9283) -983 


]>(0040) 4040 


न महा कल ल लत बल ले कल. बल >कल 2) व की अप मय मी न 


परिमेय संख्याओं पर संक्रियाएँ. 5 
पूर्णाकों के गुणन का एक महत्त्वपूर्ण गुण है जिसके अनुसार, 

(४ क+ 2)55» ५ + ८, 
अर्थात्‌ पहले जोड़ कर गुणा करने से वही प्राप्त होता है जो पहले गुणा कर फिर जोड़ने से 
प्राप्त होता है। इसी प्रकार, 

>> (५-2) 5 ८ ५०४८? 
परिमेय संख्याओं के लिए भी ये गुण हमें प्राप्त हैं। 
गुण ५: यदि » » और ८ परिमेय संख्याएँ हैं, तो 

6) >5>८(४+ 2) >>» 7. + 5» £ 

(0) 5» (५७-८2) 5२४२४४->४ » £ 


2 /9796 29 2 86 
उदाहरण 40: (  -+»< हि न--- | पी पं मि+ 
(१) का । तथा ( 3 हु वु४म 


प्राप्त कीजिए और जाँचिए कि ये संख्याएँ बराबर हैं। 





2 9 6 2 (9%7+65%5 
हल; () रक] हक 2) 
3 82200 
_ 2 ,0+30 293 
नबी उद 3. 35 
_ 86 _ 62 
. ]05 35 
29 26 2»%9 2)6 
() दशक औफ के पजपकत्रा-77 
3. |. उे5 367 
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]5 2 
]26+60 
... 05 
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इस प्रकार, दोनों परिमेय संख्याएँ बराबर हैं। 


52. _ गणित . 
उदाहरण १4: निम्न परिमेय संख्याओं को सरल कीजिए और जाँचिए कि क्या ये बराबर हैं। 


7 /28 5 5 5 मु 
() छा, 0) यूद्र“पद्र हवा 
47 [28 5 ४ 
हल: () छा) । 
7 28)9-59८3 
न [3>7] 
7308-65 
97 335 
7. 243 
7745 
70॥ 
| 76 
_567 
- झा? 
() न 
[9: % .]2 ]] 
96 35 
7 [56 ॥32 
96%]-35%८3 
76 
256 - 455 
]76 
70 
]76 
_567 
. हप2 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि दोनों परिमेय संख्याएँ बराबर हैं। 
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प्रश्नावली 2.3 
गुणा कोजिए; 
3 9... 3 -2 
6) परी ल्स 6) त्रकी [5 | से 
-+ 2] 55 पते लत! 7 
(0) (्) की से (४) सन को हू से 
5 कौ ० -7 
(५) नि कील से (ण प्र को ॥ न | से 


ही अल 20 | 4 न्डँ ५ 5 5 4 0 
(शो) |: ३ को पक सं (शा) | का पद सं 


नर  जम 6 काट 
कह [या सी. हे (कं) को (है) रे 


निम्न व्यंजकों को सरल कर मानक परिमेय संख्या के रूप में लिखिए: 


.. -8 (4 ५ 
() 7 5 () य्र ६ उठ 
कह » (-27) | "6 


गुण ७४४» - ४५» «४ का सत्यापन कीजिए, जहाँ 


न्‍्+] 2 22, हे ्ग ह। 
है पं जणएए हम डक ४०57७ औललर 
() 5! 7 (0 ग ० छ 
-5 या 
४०८ 0, % ८- मे रू], ह ऋञ--- 
५) के 3 कक (0: लजिक, लप 


5. गणित 
4... रिक्‍त स्थानों की पूर्ति कीजिए; 
न ९ अत ही आलम 


५ एक का, पु वजह को 
0 8 4] ॥॥ |3 हे है, 





5 
-“ 4>८-० 5२...............- 
0) ० 
3 अन्‍ठ_ 
पा) !॥ हे जलन 
| ५ लय 
0४) 5 09% हट 2 आन कल 
5, निम्न मानों के साथ गुण &»(४ >>) 5 (४:८५) /८ ८ का सत्यापन कीजिए: 
;; मय हि 0 3074 आशय मत 
की)" 2 कट पदक दर ही) ४ >]0,) दम 
न मर: हक, हम मर. मन 8 
५ 0७ 2 | 0 आय हम 


6... रिक्त स्थान भरिए: 


; ज्ठे ८ 2 रहा हि त्च्छे 4) नल 
मे 786 8 कम डर 7५ (एक उदाहरण) 


| 
0 0 का 
फ् 
“4 »८ | -:0»-- | -- 
ही 


'ः >जमअमबल्क्क्क 


0, 
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-उे 5 7 9 
्‌. ना, /क्‍्जअ टच तर | २-2, ४ ८० --, 2-5 - 
() 4. १५ £) 6 0) 5-०३ ५ 

3 6 -0 
पी डइसनाए3आ कप्राबट तल भा अझजल0,आल्नय9 टच 
को) टी ० 2] 


प्रश्न 7 में दिए गए « » 5 के मान लेकर, गुण 
5८ (४-४2) | > 9-४ २८ 2 

का सत्यापन कीजिए। 

रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


() लि 57 5 तु (एक उदाहरण) 
हे फंतई) 
() 8 ]॥। 9/ 7-० हे 
5 -3 
(0) «जय बल 2202 


2 [55 4 
(ए) आर 5|5--++ 


(५) हम ३ 3 | हे उतार 


निम्न कथनों के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (9) लिखिए: 

6) -» » धनात्मक है, यदि » ऋणात्मक है। 

() -><(0- >) ऋणात्मक है, यदि » धनात्मक है। 

60) -»»» घनात्मक हे, यदि » ऋणात्मक है। 

60) «४» (»+ 2) शून्येतर है, यदि » शून्येतर है। 

(४) यदि »» (/-5) शून्य है, तो »£ होगा। 

(श) दो परिमेय संख्याओं का गुणनफल कभी पूर्णाक नहीं होगा। 
(शो) दो पूर्णोकों का गुणनफल कभी भिन्‍न नहीं होगा। 

(शा) परिमेय संख्या « के लिए, £:८५>9»+»+ ....» बार होता है। 


56 गणित 

2.8 किसी परिमेय संख्या का व्युत्रम 

आइए, एक परिमेय संख्या दे पर विचार करें, जो दो पूर्णाकों 3 (अंश) एवं 7 (हर) से 
मिलकर बनी है। इस संख्या के अंश एवं हर की अदला-बदली करने पर एक अन्य परिमेय 


संख्या > प्राप्त होती है। इस प्रकार, यदि <> एक शून्येतर परिमेय संख्या है, तो | एक दूसरी 
परिमेय ५ ३ / 77: कहलाती है है 
परिमेय संख्या है। यह संख्या -# का व्युत्रम (॥४८४7००४/) कहलाती हैं। इस भ्रकार, 


9 9 3 
परिमेय संख्या 7 को व्युत्कम है। इसी प्रकार, ८7 या -- संख्या “(व का व्युत्क्रम है तथा 





]9 .. ॥3 
-05 83 _ -॥3 डे 
|छ संख्या “दर भा यृ्ध का व्युत्कम है। 
४ देख हैं ५ हे तो 2 ५ 
हम यहाँ देख सकते हैं कि यदि हु मंख्या हू का च्युत्म संख्या 5 का 


व्युत्क्रम है। दूसरे शब्दों में, हा तथा रे एक-दूसरे के व्युत्क्रम हैं। यदि हम हा को » से 
दर्शाते हैं, तो इसके व्युत्क्रम -+ को दर्शाने के लिए &' का प्रयोग करते हैं। अर्थात्‌ हम 


2? 
लिखेंगे: 


दोनों ओर का व्युत्क्रम लेने पर, 


॥ व] _(५ न 
08.4. ८«॥ नकद 


परिमेय संख्याओं गर संक्रियाएँ ठग 


हि - » रखने पर, हमें प्राप्त होता है: 


(&)7 >> 
इस प्रकार, किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या » के लिए, 
(८) <> है। 


अर्थात्‌ किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या के व्युत्क्म का व्युत्क्रम वह सख्या ही होती है। 


हि | 
2... 2 3:28 
« 88) 5४“ 


/2 26 4 
न ध)८फ 





| 
इस प्रकार, किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या & के लिए 
४१८ ८ | है। 
अर्थात्‌ किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या एवं उसके व्युत्करम का गुणनफल सबैव होता है। 
इस संबंध के कारण हम व्युत्क्रम &” को >> से भी दर्शाते हैं। 
ध्यान दीजिए कि परिमेय संख्या के रूप में 0 का कोई व्युत्क्रम नहीं होता, क्‍योंकि 
0 न है तथा 0: - है और यह परिमेय संख्या नहीं है। 


उदाहरण १2: निम्न परिमेय संख्याओं के व्युत्क्रम ज्ञात कीजिए; 


6 3.5 बा >2_35 3 
9) जरा 9) 7 था) उप 


जे ७] 
7 (७ ॥7 





(५) 


35 उ3><-+-3>< / 


5 
छस्मा: (५: 2 
मु (४2 "कह कल 


33-35 
77 


6& 
#4॥ 


आ्वत < मत ++ से 
क हि ( गजल 


१44 
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_5 3><7]--5 >< 7 
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उउ--:535 
९4 
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॥ हट 5 आए हा ७ का के 
ज्लज्त ३, वा अप कल न [: धर लिप फ़कर 2ह2 
प7 


2 3 5 3+»>< 5 
(४99 हम कक हनन 
गज / ज्रव 7 


45 


गए 


अतः... किल्‍्तीओं “(कट 
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-3| _ 2 7 
पं ँ| कर 


॥) "म) 5 5 
00 ता है | 5 
उदाहरण १8: यदि » एवं » दो शून्येतर परिमेय संख्याएँ हैं, तो निम्न कथनों को सत्य या 
असत्य लिखिए; 





(९) 


],. (४+»)7' स्का का! 
2. ७-99 लक 
3, (४7 स्ड्ा »ऋओआं 


4. || 7 
ह्लः 


). हम शक तथा तप लेने पर देखते हैं कि 
“नमक रकम न्प्मि न) की हि 2५ रे 
0080 “ लो ह7 &। कर | का 68' 
“ही "ही पी गी-आ0- 6 
५205 % 35% ॥] 3॥/ ५5 ॥5 5 


इस प्रकार, कथन । असत्य हे। 
2. इसी प्रकार, 


न हि स्त _50 
2 जा जा 8 


30 /50' 7 ]] 2 
>| - 5 ऋ7--->-- है। 
7 [] 3 5 [5 
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इस प्रकार, कथन 2 भी असत्य हैं। 


. 5 ; न्नि १४॥ 
३ भ ज-+ ४ जन घ्य चना त्त्ज, 
7 ॥|] पा 45 


न हि रे ग) 33*“२ 55 
7 ]!9 3 5 [5 


इस प्रकार, «» और » के इन मानों के लिए कथन 3 सत्य है। » और » के अन्य मान लेकर 
भी हम देख सकते हैं कि यह कथन सत्य है। वास्तव में, यदि .८- हा तथा ८ पर दो शून्येतर 


परिमेय संख्याएँ हैं, तो 
हे जा 
अल अली ला धाम 
(४५9) # तप न क्र] - ए>#! 


ए न्त्‌ हा 
तथा कफ | [है] आर] आन 
|, प्‌ ] 2 7. 7227 


इस प्रकार, कथन 5 सदैव सत्य है। 


4, यदि %ऋ<८ प ह्ठै + तो 











- 
तथा. || |“ 








इस प्रकार, शून्येतर संख्या » के लिए, कथन 4 भी सत्य है। 


परिमेय संख्याओं पर संक्रियाएँ . 6 
2.9 परिमेय संख्याओं का विभाजन 


आइए, दो परिमेय संख्याओं « एवं », जहाँ »&0 है, पर विचार करें। हम » को » से 
विभाजित करना चाहते हैं। दो परिमेय संख्याओं का गुणनफल एक परिमेय संख्या होता हैं। 
अतः इस बात की अपेक्षा करना स्वाभाविक ही है कि दो परिमेय संख्याओं के विभाजन से 
भी परिमेय संख्या ही प्राप्त होगी। वास्तव में यह सच भी है। 


मान लीजिए ८ एवं - दो शून्येतर परिमेय संख्याएँ हैं। गुणनफल के समान ही, हम अंशों 
एवं हरों को अलग-अलग विभाजित करते हैं। अर्थात्‌ हम लिखते हैं 





यदि 9+/ एवं ७» से हमें पूर्णाक प्राप्त होते हैं, तो उपर्युक्त संक्रिया से हमें एक परिमेय 
संख्या प्राप्त होती है। उदाहरण के लिए 


गए आज 8 


8। 27 _ 8+27 _3 


>> 


605 |] 605+]। 55 


परंतु यदि 9+# एवं 4+७ में से एक या दोनों पूर्णाक नहीं हैं, अर्थात्‌ परिमेय संख्याएँ हैं, तो 
उपर्युक्त संक्रिया से हमें प्राप्त होता है 





परिमेय संख्या 
परिमेय संख्या 


और इस प्रकार, हम उसी समस्या पर लौट आए, जिसमें एक परिमेय संख्या को दूसरी परिमेय 
संख्या से विभाजित करना है। इसलिए परिमेय संख्याओं के विभाजन को हम एक दूसरे 
दृष्टिकोण से देखेंगे और इसके लिए परिमेय संख्या के व्युत्क्रम का प्रयोग करेंगे। 


यदि 8 एवं 2 दो पूर्णाक लें, तो 


8-2+-4 


हे गणित 
परिमेय संख्याओं के रूप में हम इसे लिखेंगे: 


हम जानते हैं कि 


इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि 


ः को + तथा > को » लिखने पर, हम कह सकते हैं कि 


१ 3 की 
यही वह संबंध है जिसके द्वारा हम परिमेय संख्याओं का विभाजन परिभाषित करते हें। 


यदि « और » दो परिमेय संख्याएँ हैं एवं »«0 हे, तो 


। १ 8 कक 


शब्दों में कहें, तो & को ५ (&0) से विभाजित करने का अर्थ है » को » के व्युत्क्रम से गुणा 
करना। 


इस प्रकार 8-+-7 मन 
ह [ 5 


5757 57 ४ आदि। 
व्युत्कम के गुणों का प्रयोग कर, हम देख सकते हैं कि गुणन के अनेक गुण विभाजन संक्रिया 
पर लागू नहीं होते। 
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गुण; यदि », » एवं £ परिमेय सख्याएँ हैं, तो निम्न संबंध सत्य हैं: 
(४+9) +# 2 5 (४+ ८2) + (७ + 2) 


(6) 


त) (४-४ + ४ 5 (४-८ 2)- (५-०५) 
परंतु निम्न में से कोई भी कथन सत्य नहीं है; 


0) 

(0) 
(0) 
(५) 


अभी औऋआनओ 


(&+ 9)+ ८2 5>+(५+ 2) 
अऊ+ (५+ ८5) ८ (3 + 9») + (४+ 2) 
के (५-४2) 5 (४+ 9)- (४ + 2) 


प्रश्याबली 2,4 


निम्न का व्युत्क्रम ज्ञात कीजिए: 


() 


0). 


. 


() 


| 8 ै -3 
[7 6) -]9 * (0 तप (९५) कटा 


3 4. का -5 | 
० 2 तैथों 0 हा. ७ तक लेकर सत्यापित कीजिए कि 


(&+ छ! क॑झा। + शा 
ट तर 7 - 
द्र्च्य ४! हक जे एवं (8) 2 जल ज्पठ लेकर सत्यापित कीजिए कि 


(८- 9» #&&€/- 


ि 


मी 2 »>>> लेकर सत्यापित कीजिए 
ज अधयाा ह0 औ> पाक मु एव 77 ड््ट ० / 
न 5 एवं 6) <>पूतर'” "द्रव लेकर सत्यापित कीजिए 


७2 ओ ल्ऊझ 2 आ 


0 «000 इन 
स्‍्ल्प्त्टु एवं छ * 3 5 लेकर सत्यापित कीजिए कि 


तर 


५. गणित 


6३5 


७, मान ज्ञात कीजिए; 


2४५  ज 
() पक ह ४) हु 


पी 2 5 थी 
(9) (छू) (डे 0७ पर छू 


7. दो परिमेय संख्याओं का गुणनफल :द है। यदि इनमें से एक संख्या प८ है, तो दूसरी 
संख्या ज्ञात कीजिए। 


-5 । करें 3 जाए 
8, हद के साथ किस संख्या का गुणा करें कि गुणबफल ा हो जाए? 


8 आन 0 है एवं 2:5--> लेकर सत्यापित कोजिए कि 
(८+ 9) 2» + (५२८ ८2) 
0. निम्न कथनों के लिए सत्य (॥')) अथवा असत्य (7) लिखिए: 
6) ++ (४१८) » सभी शून्येतर परिमेय संख्याओं « के लिए 
0) (४+>)»>»> ।, सभी शून्येतर परिमेय संख्याओं » के लिए 
0) झऊ#े (ह+१2) ८ ++»+5+? सत्य है, झन्श के लिए 
(तए) (४-४)+४ ८ ४3+2-५+< सर्त्य है, सभी :>0 के लिए 
() सभी शुन्येतर परिमेय संख्याओं £ के लिए, - ४-2८ ४+ (-<0) 
2,0 दो परिमेय संख्याओं के मध्य परिमेय संख्याएँ 


पूर्णाक 2 एवं 8 पर विचार करें। पूर्णाक प्र 55 इस प्रकार है कि 2<5 <8 है। अर्थात्‌ 
पूर्णाक 5, 2 तथा 8 के मध्य स्थित है। परंतु यदि हम पूर्णाक 5 एवं 6 लें, तो इनके मध्य 
कोई पूर्णांक स्थित नहीं है, यद्यपि परिमेय संख्या < स्ट ० य अवश्य 5 एवं 6 के मध्य स्थित 
है। इस प्रंकार, हम देखते हैं कि दो पूर्णाकों के मध्य कोई पूर्णाक स्थित हो या नहीं परंतु एक 
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इसी प्रकार, 
4 “्ट] (5 4>८(-39) [5 
--]ा 7 - -++->-+++»८(-- 
9. १4 7 93.23 7 
-52 5 
ध्र्ट या ४5 
27 7 
-780. -260 
| ]89 . 63 
तथा ७ 3 7/79 ( 2 
_-780 _-260 
[89.63 


ये सभी गुणन के निम्न गुण के अनुरूप हैं; 
| ॥: यदि ५ » एवं £ तीन परिमेय संख्याएँ हैं, तो 
(>> 9) 2८ € ८ | >< (५ 2) 
इस गुण के कारण हम त्तीन या अधिक परिमेय संख्याओं को कोष्ठकों को देखे बिना गुणा 
कर सकते हैं। समुचित उदाहरणों द्वारा हम देख सकते हैं कि यदि » » 2 एवं + चार परिमेय 
संख्याएँ हैं, तो 
(५२८७) % (7267) 5८ [६४% (५७ 7)] ४ / 5 [((४» 9) ८ 2] »7 
पं [((9 ८2) >॥] 5 ४» [५ »< (2 ८ ॥)] 
ये सभी »»८»»८८»४/ के रूप में लिखे जा सकते हैं। 
हम जानते हैं कि 0 तथा । विशेष प्रकार के पूर्णाक हैं। 0 से गुणा करने पर कोई भी 
पूर्णाक 0 हो जाता है, जबकि | से गुणा करने पर पूर्णाक में कोई परिवर्तन नहीं होता। 0 तथा 
। परिमेय स़ंख्याओं के साथ भी इसी तरह का गुण रखते हैं। 
शुण 68: यदि » एक परिमेय संख्या हे, तो 


5><050%+%+<5 0 


50) जगण्पिल 


स्पष्टीकरण ज्के तौर पर, 





73 फपऊड 0 
-++++ >< () ८-८ पफप-5 च्ल्प्त् 
82. 82 | 
हक “73 7>< () 
. छ8>>दत 
_0 
7 डे, 
सन 
--4 (095 0 --05 
ऊंचा 55 जञ+ 75 
279 ह। 279 
(00 >< (-- 05) 
.. ॥$>< 279 
___0 
.. 779 
न क। 


णुधा तक: यादि ४ सका पारिसेय संख्या छो, तो 





जा >< | रा 49 >< >> नच+। 
छदाहरणार्थ , 
386 386 ॥7 
| है -८ पजन-+- व 
273 राठ 4 
_ 386><74 _ 3865 
| छ2एऊ3अ>टव 275 
-->83 +4 ->-983 
॥ ५6-८० त जन जम फटे २० 5 
[040 ] ३400 
4>< (--7983)_ -983 


]><(0040) 4040 


वरियेव संख्याओं पर संक्रियाण .. 5। 
पूर्णाकों के गुणन का एक महत्त्वपूर्ण गुण है जिसके अनुसार, 

>>८ (७ + 2) 557 २ 9 + ४» 2, 
अर्थात्‌ पहले जोड़ कर गुणा करने से वही प्राप्त होता है जो पहले गुणा कर फिर जोड़ने से 
प्राप्त होता है। इसी प्रकार, 

>:» (५-२) 5४ 9-5» £ 
परिमेय संख्याओं के लिए भी ये गुण हमें प्राप्त हैं। 
गुण ४: यदि «3» और £ परिमेय संख्याएँ हैं, तो 

(0 %ऋ%(७+ 5) 5४२८५ + 5» £ 

0) :»(५४- ८) >> | ( 9-४ >< 2 


ष्‌ | नली तथा पं 2.0.2,,0 
उद्गाहुस्ण १0: 0) 3.57 । 0) त 


प्राप्त कीजिए और जाँचिए कि ये संख्याएँ बगबर हैं। 


2 9 60। 2 ([9>%7+6:5 
हलः 0) “(7 पं दा 





० 5 आज 5८7 
ही 2 63+30 हद 2.93 
3... 35 3 35 
496 __ 02 
05 35 


2 6 239 2966 
3 5 37 355 37 
8 2 
नम न थम 
85. »] 
26+ 60 
05 
86 
05 
62 
35 कि 
इस प्रकार, दोनों परिमेय संख्याएँ बराबर हैं। 


्् 


क 


स््ण्क 


छहूलः 


गणित 


उद्यहरत ॥१: निम्न परिमेय संख्याओं को सरल कीजिए और जाँचिए कि क्‍या ये बराबर हैं। 


5. 7386 0, 6 
0) 3437] 00 2203 0 7] 


7 283८]-5323 
2: 3067 
7308-65 
7 यठ 
7. 243 
+ [7 45 
70॥ 
> बवा6 
567 
572 
7: आह हा 5 


(8) ठप प5"77 





. 56 32 
96>८]]-35»<3 

हा [76 
2]56-455 

3 पृगा6 
[70 

+ [76 

_ 567 

. ड2 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि दोनों परिमेय संख्याएँ बराबर हैं। 


लकी फमन+-नम पते न के जे लनअनरनक नाना नेननत, 


हि 


3. 
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बृक्छ आाहल/ीी ? 
62% ०, 


गुणा कीजिए: 





3 _- ०” ने 
0) हर का दर से (0) नर को पते से 
[#ै]क 2 अर कक के 
(0) 9 || दर (५) न दि 
5 3 6 हा 28 
(५) (कर) का 6 से (शा) मर को ॥ हर) से 
(26) . -6 44 
(शा) ॥ | को | [5 | से (भा) | पर) को हट से 


9 -8) _ -5 
(फ़) (न) को बन से (0) (क्र) को कं) से 


निम्न व्यंजकों को सरल कर मानक परिमेय संख्या के रूप में लिखिए: 


.. “हे जब आओ] 
(0) 7 5 (ता) ञ्ठु है 78 
-]4 3 “8 
कक लि 23 0] 5 ४32: जम कककल एक 
(प) का (-27) (० ६ ५ क्र 


गुण &» ४८ »»<» का सत्यापन कीजिए, जहाँ 


-] ह? हि 2 
ब अं. अदला 0 आह अयइइ के ४ सा-7-, ) 5 
(9) डा 3000 6 
--3 गा 
)) ४50, % ८55 . > (जी अ झा, छसनला 
(7) 2 हु (५) अत 


गणित 


रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


52:0 सत 0 6 53 


हि हि ओट ल्‍-++ (एक / उदाहरण 
कि आज गे 53 0 2, 


5 
+ जी 3८++ मर, ५ ५०६८०२००४४६-४६ 
(0) 9 
280 - 2 
(07) ; 4 हर 
के -कीलडक 
१४' टन हनन नल 


निम्न मानों के साथ गुण #३»८ (५ > ४2) 5 (४०८ ७) » £ का सत्यापन कीजिए: 





३ 0 की 26. अं मय 
027 बात आक दम हक दा 5 
कप -5 2 ्‌ 4. -- 7 
सन, छ सा न-ि-++, 2 5+-- छो अऔचा+, अऊेचक्‍जा+ टच ८ 


| --3 4 -7]|_(-3 4] _-7 
० (पैड पल 5 न ड्र तरक उदाहरण) 
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7. दिए हुए मान लेकर गुण »»(/+ 5) 5 (४७) + (४५८८2) को सत्यापित कीजिए; 


3 5 प्र 9 2 
< पसान--:-, ७ जी, टकान-:ा ह सदर -- व्5-++ 7 “5 -+- 
0) इ!/तउ श्र (ी) <-2, 59 नव 

-93 !6 ] 0 -08 । 
भर औड3:55+ ६ सा, ८2 कत+-5 # के #67 7 थ 3-5 द्््दः 
() 2!” 7 (५) लत 


8, प्रश्न 7 में दिए गए », » 2 के मान लेकर, गुण 
2»८ (५-८2) 5 | ५-5 > ८ 
का सत्यापन कीजिए। 
9, रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


2. 2 नल एक उदाहरण 
(0) दर तर ठ 577 डर 9 (एक उदाहरण) 
था हि न ४] 
(0) 8 ]] ० हेड २न४ ०४ ह० नव 

5 “3 
४7 7632 अत, 5 
(0) हि नौ २] 5 प 


2 (-5 4 
(५) चर इन अल 


न 2६ की जता नाना हक 
(५) 77 [4 3| 5 ०७०० 


0, निम्न कथनों के लिए सत्य (7?) अथवा असत्य (9) लिखिए: 
6) - >> धनात्मक है, यदि £ ऋणात्मक है। 
_) -] 9 (0-2 ऋणात्मक है, यदि « धनात्मक है। 
(9) -»»» धनात्मक है, यदि » ऋणात्मक है! 
6०) +><(»+ 2) शून्येतर है, यदि » शून्येतर है। 
(ए) यदि ४9८ (५-४) शून्य है, तो »5<£ होगा। 
(श) दो परिमेय संख्याओं का गुणनफल कभी पूर्णांक नहीं होगा। 
(शा) दो पूर्णाकों का गुणनफल कभी भिन्‍न नहीं होगा। 
(शा) परिमेय संख्या : के लिए, «०८ »+9»+ ....» बार होता है। 


530... गणित 

2,8 किसी परिमेय संख्या का व्युत्क्रम 

आइए, एक परिमेय संख्या हे पर विचार करें, जो दो पूर्णाकों 3 (अंश) एवं 7 (हर) से 
मिलकर बनी है। इस संख्या के अंश एवं हर की अदला-बदली करने पर एक अन्य परिमेय 


संख्या - प्राप्त होती है। इस प्रकार, यदि > एक शून्येतर परिमेय संख्या है, तो एक दूसरी 
| परिमेय संख्या है। यह संख्या हा का व्युत्क्रम (/2८४/०८८/) कहलाती है। इस प्रकार, ज 


3 0 9. नल व्युत्क्रम है 
परिमेय संख्या > का व्युत्क्रम है। इसी प्रकार यु आ उद्व संख्या “5 का व्युत्क्रम है तथा 


-05 ]3 -43 


[ 
॥3 खंख्या -८८ाैू भा 7& का व्युत्तम है। 


हम यहाँ देख सकते हैं कि यदि फ संख्या > का व्युत्क्रम है, तो >> संख्या 7 का 


श् 


व्युत्क्म है। दूसरे शब्दों में, ./ तथा # एक-दूसरे के व्युत्करम हैं। यदि हम को से 


दर्शाते हैं, तो इसके व्युत्क्रम को दर्शाने के लिए »' का प्रयोग करते हैं। अर्थात्‌ हम 
लिखेंगे:; 

2 _4 

है १2 


यहाँ से हम दो तथ्य देख पाते हैं: 


हि 
88 तक 28 
पर 2 


दोनों ओर का व्युत्क्रम लेने पर, 


3 - की हु 2 है 
0॥0 05 कक 
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हा >» रखने पर, हमें प्राप्त होता है: 


(67)7 # के 
इस प्रकार, किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या » के लिए, 
(02% है] ह 


अर्थात्‌ किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या के व्युत्क्रम का व्युत्कम वह संख्या ही होती है। 


ही 

22 /2 2 3८8 

2 ४) सह 
/?26 4 

न (/»< 9 





न । 
इस प्रकार, किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या » के लिए, 
४३८+४7 5 | है) 


अर्थात्‌ किसी भी शून्येतर परिसेय सख्या एवं उसके व्युत्क्रमन का गुणनफल सदैव । होता है। 
इस संबंध के कारण हम व्युत्क्रम &' को हि से भी दर्शाते हैं। 

ध्यान दीजिए कि परिमेय संख्या के रूप में 0 का कोई व्युत्क्रम नहीं होता, क्‍योंकि 
05८ पु हैं तथा 0/ पि है और यह परिमेय संख्या नहीं है। 


उदाहरण 2: निम्न परिमेय संख्याओं के व्युत्क्रम ज्ञात कीजिए; 


मम 5 8 नि 

00. हा त) जा का) >> 
व्यय , 5 

ही 0 कु 





(पा) 


अप 7 
:.. [>> 


(तां१ 2 


करत ऊ 
सरवत :, 


३|० 


मल न सन 
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__ 3 >इ [| [-+<5ज्ट / 
एज व 


55 282 34 
छत 
छ्ड 


“पा) 7(कह) 


40 
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उ><र ]-5 >< 7 
0: की ॥ 

33--35 
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॥ हि ॥ 
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>>)" 
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है 
॥]॥ 8 5 


उदाहरण 3: यदि » एवं » दो शून्येतर परिमेय संख्याएँ हैं, तो निम्न कथनों को सत्य या 
असत्य लिखिए 


| 
| 
हम 
॥ 
लि ननननच 
| (2 
। 
॥ 
(3 | च 





8. (४+»)9' न्आाकओआ 
2. (४-7 लआ-छआ 
3, (४ शो! स्आ %आ 
4, कटा | नरक 


हल; 


3. हम ८ न तथा #८ गो लेने पर देखते हैं कि 
हक भर हे [न 5 [] ४ मल 
७४480 (का का का हा ४ 


रह ६0 कक 5 5) !) _ 35433 _68 & 
“32 0 $' ॥) (8) 5... ]5 


इस प्रकार, कथन । असत्य है। 





2, इसी प्रकार, 





त्ी गणित 


“स प्रकार, कथन 2 भी असत्य है। 


| 5 गा ः हा 
कण न-++ ्ड्लवचल्ियल- कर आना ५ 
7 । पा [5 


हा (पल तप 
आह 2॥:5 3 5: ०5 
इस प्रकार, » और » के इन मानों के लिए कथन 3 सत्य है। ५ और » के अन्य मान लेकर 


/ 5 न हैं प कि में / 7 
भी हम देख सकते हैं कि यह कथन सत्य है। वास्तव में, यदि +< तथा »>-: दो शून्येतर 


परिमेय संख्याएँ हैं, तो 


न न्‍्ञैं 

2 ./ 7227 शी, 

ब ॥।] - का च तन कु दि ०. न------ 
(४२9) [ई४] (ई] 27>%क7 


न _] 
' ॥०- ही पदक 








५ 
2? / /2 (का 
इस प्रकार, कथन 3 सदैव सत्य है। 











4. यदि ४5 है, तो 
“(2 
५ 72 |? | 
तथा. |» | हे ता कि 2 
५ [4 | /| 








इस प्रकार, शून्येतर संख्या « के लिए, कथन 4 भी सत्य है। 
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तल 


29 पारिभय अछि बंशे विशाजिण 


आइए, दो परिमेय संख्याओं « एवं », जहाँ »>0 है, पर विचार करें। हम » को 9 सें 
विभाजित करना चाहते हैं। दो परिमेय संख्याओं का गुणनफल एक परिमेय संख्या होता है। 
अत: इस बात की अपेक्षा करना स्वाभाविक ही है कि दो परिमेय संख्याओं के विभाजन सै 
भी परिमेय संख्या ही प्राप्त होगी। वास्तव में यह सच भी है। 


मान लीजिए 5 एवं -- दो शून्येतर परिमेय संख्याएँ हैं। गुणनफल के समान ही, हम अंशों 
एवं हरों को अलग-अल॥ विभाजित करते हैं। अर्थात्‌ हम लिखते हैं 





यदि #+/ एवं 4+७ से हमें पूर्णाक प्राप्त होते हैं, तो उपर्युक्त संक्रिया से हमें एक परिमेय 
संख्या प्राप्त होती है। उदाहरण के लिए, 
8 2 8+2 4 


[5 3 [5+%3 5 


8| 27 _हावत्2/ 3 





605 ॥] 605+]] 55 
परंतु यदि /+# एवं 4+& में से एक या दोनों पूर्णाक नहीं हैं, अर्थात्‌ परिभेय संख्याएँ हैं, तो 
उपर्युक्त संक्रिया से हमें प्राप्त होता है: 


परिमेय संख्या 
परिमेय संख्या 


और इस प्रकार, हम उसी समस्या पर लौट आए, जिसमें एक 'परिमेय संख्या को दूसरी परिमेय 
संख्या से विभाजित करना है। इसलिए परिमेय संख्याओं के विभाजन को हम एक दूसरे 
दृष्टिकोण से देखेंगे और इसके लिए परिमेय संख्या के व्युत्क्रम का प्रयोग करेंगे। 


यदि 8 एवं 2 दो पूर्णाक लें, तो 


8<-2-4 


(2 गगित 


परिमेय संख्याओं के रूप में हम इसे लिखेंगे: 


हम जानते हैं कि 


व्युत्कम का प्रयोग कर, हम लिख सकते हैं कि 


8५ । 2 ) ० 
॥00// | 


8 2 8 मर 
नज- न“ ८२ ०-८ 
344 |7 0 


० ्ध 2, हें 
पर को « तथा ५ को » लिखने पर, हम कह सकते हैं कि 


इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि 


मा 2 हक 
यही वह संबंध है जिसके दवाया हम परिमेय संख्याओं का विभाजन परिभाषित करते हैं। 


यदि » और » दो परिमेय संख्याएँ हैं एवं »»0 है, तो 


| * अैट 4 का 


शब्दों में कहें, तो & को 9 (&0) से विधाजित करने का अर्थ है £ को > के व्युत्क्रम से गुणा 
करना। 


इस बअकार, 8+5%-7 न्यू 


व्युत्क्रम के गुणों का प्रयोग कर, हम देख सकते हैं कि गुणन के अनेक गुण विभाजन संक्रिया 
पर लागू नहीं होते। 


परिसेय संख्याओं पर संक्रियाएँ 63 
गण: यदि » » एवं ८ परिमेय सख्याएँ हैं, तो निम्न संबंध सत्य हें; 
.े (४+9)+#£«£ 5 (७८2) + ७ 2) 
6) (७-३) न£2 5 (४+ 2) - (४+ 2) 
परंतु निम्न में से कोई भी कथन सत्य नहीं है 
6) अनऔत2आरनेओ 
6) ७+9) ८४ र<«> (0८2) 
क) ४+(४+०) 5 (४८ »)) + (४-८ ४) 
(एऐ >«ं /-४) 5 +9)- (४+ २) 


प्रझ्नावली 2,4 
[, निम्न का व्युत्क्रम ज्ञात कीजिए: 


0) -। हि | 
6) 7 (6) -9 () ।5 (ए) 29 
3 4. -7 -5 
2, 60) ४55 »>">तथा कीं) 3 5 पद! २ हर लेकर सत्यापित कोजिए कि 
5 09 6 8 
(&+ 9 #&# + आए 
, 30 28 7०) एवं (; न ड कि कीजिए 
3. ४ आर एवं ता) 5 "यठु २ श्र कर सत्यापित फकि 
(८-»ओ #> - छ 
े हा निकाल 2 _ 58 
4, 0) 25757? व 200 अर) लेकर सत्यापित कौजिए कि 
(&> ओर नऊा # आए 
0 ने 
0 2 0) >न्ठद 2 उठ लेकर सत्यापित कीजिए कि 


(७530 कक 5 


तन 


0. 


गणित 
मान ज्ञात कीजिए: 


नल "न की. 

0) “(5 | 
5 0 
(॥0) प्र 0० [3 न्ननि 


-8 के 2...3, अली 
दो परिमेय संख्याओं का गुणमफल :द्र है। यदि इनमें से एक संख्या पृद्ध है, तो दूसरी 


संख्या ज्ञात कीजिए। 
] २ कि न 
“०ए के साथ किस संख्या का गुणा करें कि गुणनफल हो जाए? 


ठैक्जा75 
[5 


पा! 
जक्त दर गन आल लेकर सत्यापित कोजिए कि 


(४+ 9) » 2 # ४ + (५ >८ 2) 
निम्न कथनों के लिए सत्य (प') अथवा असत्य (77) लिखिए: 
6) »४+(४»८)5८ » सभी शून्येतर परिमेय संख्याओं « के लिए 
0) (४+०) २४८ ), सभी शून्येतर परिमेय संख्याओं « के लिए 
00 & +*+(४+४7) #ऋ ह>+४+#+£ सत्य है ७-८८ के लिए 
(0ए (४-9) # 2 ज+2-»+ 2 सत्य हे सभी : > 0 के लिए 
(५) सभी शून्येतर परिमेय संख्याओं » के लिए, -»४+.५-.८+ (- ») 


80 दी पारणशय संखााओं के मध्य जाश्मिय पछात 


पूर्णाक 2 एवं 8 पर बिचार करें। पूर्णाक “ठ7 75 इस प्रकार है कि 2<5 <8 है। अर्थात्‌ 
पूर्णाक 5, 2 तथा 8 के मध्य स्थित है। परंतु यदि हम पूर्णाक 5 एवं 6 लें, तो इनके मध्य 
कोई पूर्णाक स्थित नहीं है, यद्यपि परिमेय संख्या -7० अवश्य 5 एवं 6 के मध्य स्थित 
है। इस प्रकार, हम देखते हैं कि दो पूर्णाकों के मध्य कोई पूर्णाक स्थित हो या नहीं परंतु एक 


परिमेय संख्याओं का दशमलव निरूपण 8। 


अब तक हम जान चुके हैं कि प्रत्येक परिमेय संख्या सांत (परिमित) दशमलव रूप में 
अथवा असांत आवर्ती रूप में निरूपित की जा सकती है। अब एक स्वाभाविक प्रश्न उठता 
है कि कौन-सी परिमेय संख्याएँ सांत दशमलव रूप में लिखी जा सकती हैं और कौन-सी 


परिमेय संख्याओं का निरूपण असांत आवर्ती है? हम देख चुके हैं कि परिमेय संख्याओं 
कप | 


मत आदि के निरूपण सांत निरूपण हैं। इन परिमेय संख्याओं की क्‍या विशेषता है? 
इनके हर 4, 5, 20 या तो 2 के या 5 के या दोनों के गुणज हैं। यदि लघुतम पदों में किसी 
परिमेय संख्या. दा के हर 4 के अभाज्य गुणनखंड केवल 2 अथवा / और 5 ही हैं, तो ० 
को 2 अथवा 5 की उचित घातों से गुणा कर हर को 0 की घात के रूप में लिखा जा सकता 
है। इस प्रकार, परिमेय संख्या न एक ऐसी परिमेय संख्या के तुल्य है जिसका हर 0 की 
घात है। स्पष्ट हे कि ऐसी परिमेय संख्या सांत दंशमलव के रूप में लिखी जा सकती है। 
उदाहरण के लिए: 


33 3»5* 325 75 _ 











पलों अब तक पका पर त ठठ जा“ ₹ 0.75 
4 2 2+%57ः 0 00 

47 _47»2 34 

न न 53.4 

> 5»%2 ॥|0 

_ःई 235 5 जे 





प््रत्क्धा5 5 नजद्र-ऊ 557८ 50.05 
20 27:55 2?,८5ल्‍८5 27,८57 00 


अब कुछ उन परिमेय संख्याओं को लेते हैं जिनका दशमलंव निरूपण असांत आवर्ती है, जैसे 
र ि न आदि। हम देख संकते हैं कि इन परिमेय संख्याओं के हरों के अभाज्य गुणनखंड 


2 एवं 5 से भिन्‍न हैं। इस प्रकार, इन हरों को किसी भी संख्या से गुणा कर 0 की घात 


" प्राप्त करना असंभव है। स्पष्ट है कि ऐसी परिमेय संख्याएँ हा कभी भी 0 की घात के हर 


वाली तुल्य परिमेय संख्या के रूप में नहीं लिखी जा सकतीं। अत:, ऐसी परिमेय संख्याएँ 
कभी भी सांत दशमलव के रूप में निरूपित नहीं हो सकतीं। इस प्रकार की संख्याओं के 
दशमलव निरूपण असांत आवर्ती होंगे। 


४१. गणित 


अतः, लघुतम पदों में परिमेय संख्या -> के लिए 





अर सात दशमलव, यदि 4 के अभाज्य गृणनखंड लत नन 2 या5 या दोनों हैं 










१4 
व्‌ 
् - असातव आवर्ती दशमलव, यदि 2 या 5 के अतिरिक्त भी 4 का कोई अभाज्य 
गृणनखंड है। 








प्रश्नावली 3)... 
, निम्न परिमेय संख्याओं को दशमलव रूप में व्यक्त कीजिए; | 
[5 5  .. 48] उठ 
(0) हा (0) हक (0) गाए (५) कक 
] 3 7  ज52] 
(५) 5 हर (श) 5 ह्क्व (शा) 200 (पा) बा 


2. बिना विभाजन किए बताइए कि निम्न में से कौन-सी संख्याओं का दंशमलव 'निरूपंण 
सांत है और क्‍यों 
0) 45+]77 (0) 6+5 (009) 7+6 (60ए) 25+0.7 , 
(९) 9+8 शे) 42+9.. (शं) 0.57<0.॥. (शं7)2.5- 4 


3, निम्न को असांत आवर्ती दशमलव के रूप में व्यक्त कीजिए: 


.. 0 .> . 8 अल 
() ] () हा 3) 90 (५४) 

। ] .. -20 5 व 8 
(५) क्र (पा) 4 (ए॥) कि (शा) हम 


4. निम्न कथनों के लिए सत्य (7) अथवा असत्य (9) लिखिए: 
0) न का दशमलव निरूपण सांत है, यदि 4 अभाज्य है। 
() यदि श्र एवं पर दोनों का दुशमलव निरूपण सांत है, तो पा ५ हे का भी दश्‌मलव 


निरूपण सांत होगा। 


परिषेय संख्याओं का दशमलब निरूपण 83 
क कर दोनों क है ड्झ | 
68) यदि $# एवं < दोनों का दशमलव निरूपण असांत आवर्ती है, तो +; का भी 


एक असांत आवर्ती दशमलव निरूपण होगा। 


60) ह# एवं ; दोनों का ही सांत दशमलव निरूपण है, तो #»<- का निरूपण भी 


सांत होगा। 
(४) यदि का दशमलब निरूपण असांत आवर्ती है तथा ; का निरूपण सांत है, 
तो हा हे ५ का निरूपण सांत हो सकता है। 


हर 


3.4 परिमेय संख्याओं के साथ परिकलन ः 
हमने देखा कि प्रत्येक परिमेय संख्या को सांत अथवा असांत आवर्ती दशमलब संख्या के रूप 
में लिखा जा सकता है। अब हम देखेंगे कि प्रत्येक सांत दशमलब संख्या को परिमेय संख्या 


है के रूप में किस प्रकार व्यक्त किया जा सकता है। उदाहरण के लिए, 
संख्या 45 को हम लिख सकते हैं; 


$ 0+5 5 3 
| ऊझ | >कलसानजजा आन हे 25 
के 00 जज 
0 3 503 
इसी प्रकार, वे 55%] न लक 7 + 
; कल 40 00 00 
7 2 4972 
< 49<८]0+9%[+--क्ना+जा भलतयः 
5402 30 400 00 : 


0.0006 <: 3“ आदि। 
“57 0000 


बेल 4:निम्न दशमलव संख्याओं को परिमेय संख्याओं के रूप में लिखिए: 
60). 0.45 (॥) 0.58 (69) 2.44285.. 6९) -3.25 


8५ गणित 


हल: 60) 0.45 ध् न 
। 0 300  00 20 
69) 0.758 > 3 8 8 3 
) 0 ॥006 000 _ 3000 500 
24285 42857 


700000 _ 20000 
-325 _-3 


90. 4 
उदाहरण 5: निम्नलिखित संख्याओं का योग प्राप्त कीजिए तथा योग को हा के रूप में व्यक्त 
कौजिए; 
0.4, - 0.37, 0.54, - 0.76 
हल: संख्याओं का योग है; 
0.4 + (- 0.37) + (0.54) + (- 0.76) 


(0) 2.44285 < 





(५) - 3.25 ८ 


< (0.4 + 0.54) + (- 0.37 - 0.76) 
- 0.94 + (- .!3) 
+- 0,9 


_ “79 
 [00 


उदाहरण 6: 0) योग 0.39 + 0,750 + 2.5 + (- .00) को दशमलब रूप में प्राप्त 
कर परिमेय संख्या के रूप में बदलिए। | 


(४) उपर्युक्त 0) में संख्याओं को परिमेय रूप में लिखकर योग प्राप्त कीजिए। 
हल: 60) 0.39 + 0.750 + 2.5 + (- .00]) 
+ 3.290 - ,00। | 
- 2,289 
2289 


. 000 


परिमेय संख्याओं का दृशमलब निरूपण 
(0) 90.39 + 0.750 + 2.।5 + (-+ .00) 


पक 


39 750  25 [- 00॥ 
>]00 4000 00 (५ 000 
_ 3290 _00] 
. 000 000 
_ 3290-00] 
._000 
2289 
. 000 
प्रश्नावली 3.2 
4. निम्न दशमलव संख्याओं को परिमेय संख्याओं में बदलकर मानक रूप में लिखिए: 
(0) 2.8 (0) 0.02... (0) -0.75 6ए) - 8,625 
(५) -0.79 (श) 7.543 (शा) 9.6 (छं) - 5.875 
2, निम्नलिखित संख्याओं को जोड़कर योग को न के रूप में व्यक्त कीजिए: 
(0) 3.8 एवं 8.7 (7) -5.4 एवं 9.8 
(४) - 0.82 एवं 8.6 (४) 26.86 एवं -3.92 
(०) 3.007, 0.587 एवं 8.34 (श) 3.4, 2,025, 9.36 एवं 3.622 


3, सरल कीजिए तथा सरलीकृत संख्या को न के रूप में लिखिए; 
0) 28.796 - 3.42 - 2.555 
(0) 36 - 8.59 - 3.2 
(9) 32.8 - 3 - 0.725 + 3.57 
6५) (6.25 + 0.36) - (7.2 - 8.97) 
(०) 879.4 - (87.94 - 8.794) 


न] 


4, 


(बल है ननना-+७ 3 हल २ २३ पर 8 "अ 


4, प्रत्येक परिमित पदों वाली दशमलव संख्या एक परिमेय संख्या > है। 
7 


3, 


'ततकलन->पज- ता "8 “४४० भाप १3 साफ: थक 2क+ अ् ॥ सर ८ ताथने पान ।म८०+०- 
सिलम पर आफ पक + सप-सलम यमन 3 जा  +क७ 8७ ५ ० >+-+-+<< 34८ अपनन-म-+००४ 3.33. ९५५०८ वपान 3५3० ५५३५७ ०न "भरा पाना मकर 


गणित 

निम्नलिखित का मान प्राप्त कीजिए तथा प्राप्त मान को + के रूप में व्यक्त कीजिए 
() 6.32 ५ 28 (0) 0.84» 2.2 :६ 4 

(॥) (2.)? & (.5) 60) 2.4 » 3.5 » 4.8 


(५ 0.3 » 0.03 » 0.003 
निम्नलिखित का मान प्राप्त कीजिए तथा प्राप्त संख्या को परिमेय संख्या के रूप गे 


लिखिए: 
(0) 4.32 < [.2 (0) 4.8432 < 0.08 
(॥) (0.2) »& (0,9)* + 000 60५) 6.3 + (0.3)? 


(५) 257,894 + 0.69 


(हक न ता सवाम०स ५७५०७ ९॥कील<५७+3 ७-३ धकतथ० "प्पाकनन लक ०-क-नन “न जक>--+ 4200०: 


याद रखने योग्य बाहों 


3०९३६ थ ५4-33 ७५५५ ४-धा ५७3७4 ७! हार्मथ ४ ३४०५६५०३-५७७५५)५-+ टन ०१९२ 













प्रत्येक परिमेय संख्या का एक दशमलव निरूपण होता है। 

का दशमलव निरूपण सांत होता है, यदि <- को लघुतम पदों में लिखने पर 
प्राप्त हर के अभाज्य गुणनखंड केवल 2 या 5 अथवा दोनों ही होते हैं। . 
लघुतम पदों वाली संख्या है का दशमलब निरूपण असांत आवर्ती होता है, यदि 
4 का एक अभाज्य गुणनखंड 2 एवं 5 से भिन्‍न हो। 
संख्या + अनेक तुल्य रूपों में लिखी जा सकती है, परंतु इसका दशमलव 


ध्‌ 
निरूपण एक ही, अर्थात्‌ अद्वितीय होता है। 





4.] भूमिका 
पूर्णकों की घातों के बारे में हम पहले ही पढ़ चुके हैं। उदाहरण के लिए, 5* का अर्थ हैः 
5855%5%5%5 
इसी प्रकार, 0 0277 220] 
संकेत 5* को हम '5 की घात 4' या '5 घात 4' या 5 की चौथी घात ' पढ़ते हैं। इसी 
प्रकार, (-3)” को हम '-3 घात 3' पढ़ते हैं। 5* में संख्या 5 को आधार (४८५४) तथा 4 
को घातांक (०:०४ या ४4०५४) कहते हैं। घात (-3)* में -3 आधार तथा 3 घातांक 
है। इस अध्याय में, हम घातांकीय संकेतन की इस विधि को परिमेय संख्याओं के लिए प्रयोग 
करना सीखेंगे। इस अध्याय में, हम ऋणात्मक धातांकों का भी अध्ययन करेंगे। घातांकीय 
संकेतन बहुत बड़ी तथा बहुत छोटी संख्याओं को व्यक्त करने के लिए एक सुविधाजनक 
प्रक्रिया है। इस अध्याय के अंत में, हम आधार 0 के धनात्मक एवं ऋणात्मक घातांकों द्वार 
बहुत बड़ी एवं बहुत छोटी संख्याओं के निरूपण को विधि भी सीखेंगे। 


4.2, धनात्यक घाताक | 
मकर के | 
आइए, परिमेय संख्या हे “विचार करें। इस संख्या को इसी से गुणा करने पर प्राप्त होने 
वाली संख्या को हम ३] से दर्शाते हैं। इस प्रकार, 
का £ | | 
अ+ (+-प5। “5 
4 4 4 


| 3४ हे 
इसी प्रकार, पर को स्वयं से 5 बार गुणा करने पर प्राप्त संख्या को |] से दर्शाते हैं, अर्थात्‌ 


2 यह: आल: आहट, ) 
२-३ २८-०-%#> | 
44 4 4 4 (4 


0 गणित 
कुछ अन्य उदाहरण हें 
उीय बज न) 
5 5 5 5 


-43 -43 -43 कक 


्न-+++ नव्न्+ नी हु आीीाय।+++ ना 
79 


यै 
9 9 9 0. | इत्यादि। 
व्यापक रूप में, यदि « एक परिमेय संख्या है और # एक धनात्मक पूर्णाक है, तो » को » 
के साथ # बार गुणा करने से प्राप्त संख्या को " से प्रदर्शित करते हैं। 
अर्थात्‌ है ६.२... ह वीर ८.४! 


पहले के समान ही, यहाँ .« आधार तथा # घाताक या «. की घात कहलाता है। परिमेय 


संख्याओं की परिभाषा और फिर पूर्णाकों के घातांकों का प्रयोग कर, हम लिख सकते हैं कि 


३3 _ 3»323>23»23 3 
4... वजव 444 4 


5 


2 2, 2 
| ॒४-»« .. # बार 
॥ | 4 ० # बार 


_/22/>८...४४ बार _४#” 
न वृर्प्त्. 7? बार प्र ध्‌" 





घातांक ६० 


इस प्रकार, किसी भी परिमेय संख्या ना एवं धनात्मक पूर्णाक # के लिए, 


4 । 020" 
व |. 4६” 
इस संबंध से स्पष्ट है कि हु 
6) परिमेय संख्या की घात एक परिमेय संख्या होती हे। 


छा हर 2 ेु 5 ॥ 
9) घात हा का अंश संख्या >> के अंश की घात, अर्थात्‌ #" होता है। 
( ड ध्‌ 


() संख्या की घात का हर उस संख्या के हर की घात होता है। अर्थात्‌ रा | काहरब" 
होता हे। 
इस संबंध का प्रयोग कर हम परिमेय संख्या की किसी भी घात को एक परिमेय संख्या 
के मानक रूप में लिख सकते हैं। इसी प्रकार, किसी परिमेय संख्या को भी, यदि संभव हो 
तो, किसी उचित परिमेय संख्या की घात के रूप में लिख सकते हैं। 


उदाहरण ॥: निम्न को परिमेय संख्या के रूप में व्यक्त कीजिए; 


5 ५ पी .. पलक ु 27 
0) |; ॥ 0) फ) 0) मत (५) -्छ 


फ्री 7 343 
हलः 6) ठ तत्व 





9 7 729 
। दि ही 37 2 75 
0) . ]77 |464] 


) _697 476।. 529 
727 584.. 576 











[ 2] | _ 27  926। _-926! 
05) 020: 33628: 


पा गणित 
जऊदाहरण 2: व्यक्त कीजिए: 


3 में 
6) ख को न्‍ की घात के रूप 


-49 
४) पत्र को ८ की घात के रूप में 


343 हि 
ही को -- की घात के रूप में 


हल: 0) 5:फ्ाऊठ _ क् 7५ 


84 3:८3ल्‍:3ल्‍%:3 3। /3+* 
625 5:<5%59%८5 57 


7. जवओ) आप हा , मत: 
0 पल श हज व 


0 पट 7 / 0 
व) 759 57959 क्र (5) [5 


उदाहरण 3: निम्न को सरल कीजिए: 
आग ली 8 0 आम _ 3 
० हीवडी ०७) ७ (55) 
ह ग् न्‍ कर ् ा ; न 
व. ० जी 


(-) ,(-)? 
ता कु कफ 
-] : ता है 
सम पजय (“न 
]25 25 
-] 


कोच 


| 395 





आतांक ५] 

















3. 2 
न 5-2) >< हे 
ह्त्क 
(-2)»(-2)» (-2) 49८4 
.. 3»3>८3 (-5)2(-5) 
-8 6 
झ ८८ &(-- 
27 95 
-28 
675 
2 को 5 3! 
0 (5/"5/5 क्र*क 
| -]... 222 
 3%393ल्‍<3ल्‍23 3/0393 
ग्। >> 223 
+ 3903%3>3»%3 29<2>2 . 
' -] ] 
ज5 “>> 
3>3 2>»2><८2 
हिला 
. ०9928 
वर 
84 ५ कर 
उदाहरण 4: निम्न के व्युत्क्रम प्राप्त कीजिए तथां प्रत्येक को घातीय संकेतन के रूप 
में लिखिए; हैं 


6 ... -25 | पर... _0735 
् . ४9 ठगा6 9 उठ? 





() 


गणित 


() उ्7 


पा शफ् च्का स्युत्कम 
-4235 


2व6 





6) का व्युत्क्रम - 


575 
392 





0) 


| 


26 
--425 





2>< 2>< 2 >< 3 >< 3 >< 3 


5><5>»<5 
27 >८ 37 





_2>2८22< 22८ 7 >< 7 
3><3»< 3 »< 5 ५८ 5 


27 ८ 72 
3* ५८52 


2, हर] प 2 
कक 


ह) ४5) 


घातांक ५३ 
उदाहरण 5: निम्न का निरपेक्ष मान ज्ञात कीजिए: 


[5 2 5 ढ। ] 
(0) व 6) 5 | (0) हा 












































हब ई] _[2'|_[222202 तन 8 
हैक 0 3 | [3003053 का 2 
बह _ 2)'| _|(-202(-2)2%(-20)2% (-2) ॥6 
3 37 3५03:03)03 [धि| 8 
न 
शा 8 82। | 828 4 
प्रश्नावली 4.॥ 


, निम्न को 5 के रूप में व्यक्त कोजिए: 


5 5 ] ध दु ह 
0) 60) हा ' (0) हे ण | (0) | न्‍ | 


जहा. »ताद 
जा वि] 


5चचा 
२ ७ [5 


3. घातीय संकेतन के रूप में व्यक्त कीजिए: 
6 __ 0 कक 
9) उठ 0) 779 
.... -625 .. -240 
6) दादा (५०) “उद््र 


६464] -236 


५. गणित 
4, सरल कीजिए! 


3 2 ह न न्‍ 3 पे 
() ६] 2 |] 0) ले 5 4६] 

2 3 हु | 2 
का) (ध ५ (4 ! 2... 06ए (37-20+ |] 


5, निम्न का व्युत्क्रम ५/न कीजिए; 


80 /]४ 3 ] 
० लि 


6. निम्न का निरपेक्ष मान ज्ञात कौजिए 
] 3 
"पी... ७०४] 
| 5 4 ेृ आ 
नदी. ० 


7,  परिमेय संख्याओं -- एवं | । में अंतर स्पष्ट कीजिए। दोनों में कौन-सी संख्या छोटी 


ने ५० 


0) (-27 0) ' 


>3 | >> 


है? -- एवं । | के मध्य 2 परिमेय संख्याएँ प्राप्त कीजिए। 


4.3 घातांकों के नियम ( धनात्मक घातांक ) 
अनेकों बार हमें समान आधार जाली संख्याओं को गुणा करना होता है। 
यथा 2 %27< (2229 22% 2 2) (22223 2» 2  25< 2) 
८2222 22 22८22 22% 22८ 22८ 22८2» 22८ 2 
5 272 
(- 327 & (- 3" ८ ([((- 3) & (- 3)) » ((-3) » (- 3) » (-3-) « (- 3)) 
+ (- 3) 


घातांक 95 


4 9 
सका | कह धन न लिए गा 9 बार 
| व हो  7] 


व्यापक रूप में, यदि & एक परिमेय संख्या है, तो 
का > का ८ (४ > ४२६ .... # बार) 2८ (४२८ ४ »< .... # बार) 

+ (& ><८ % »< .... ॥४ + ह बोर) 

व्यक 
इस प्रकार, हम देखते हैं कि यदि समान आधार वाली दो संख्याओं को गुणा करना है, तो 
गुणनफल घातांकों को जोडने से प्राप्त हो जाता है। इस प्रकार, हमें निम्नलिखित नियम प्राप्त 
होता है 
नियम ॥: यदि » एक परिमेय सख्या' है तथा #. एवं # दो धनात्मक' पूर्णाक हैं, तो 

खा | कर न कण 


यह नियम समान आधार के और अधिक गुणन के लिए भी विस्तृत किया जा सकता है। 


अर्थात्‌ ' आह ९ उतर ८ आशागएतव 
हम देखते हैं कि ह 
5»5»59»5%5 
55 न 53 5 पहन -३२2म+7+_ 
52<5%5 


53»55८52 


१७४. गणित 
इसी प्रकार, 
(-3) 2 (-0) & (-3) » (-3) ८ (-3) 2९ (-3) 
(-3)2(-3)» (-3) 


८ (- 3) % (- 3) ४८ (- 3) 
5 (3) 

4 4 4 4 

(्‌ -- 

0, 


58 - 


(-3+(-3१ ८ 


कमजज-+ रे निज 
3 3 
-2 -2 
बज: ++ 5४६ हल 
3 उ 
-2 
जो 


उपर्युक्त दृष्टांतों से निम्नलिखित नियम सत्यापित होता हैः 
मिथ्वम तर: यदि & एक शून्येतर परियेय सख्या है तथा % एवं # दो धनात्मक पू्णाक इस प्रकार 
हें किक> 2, वेब छ" | 2 < पाए | 
आइए, अब निम्नलिखित विभाजनों पर विचार करें: 
57.. 55 _- 35»%5%<८5 
52>%5»57%5%5 
] 


5»<5 


न 


घातांक ५7 


(-2) 2 (-3) 2८ (-3) 


कट ओ 0 लए पल नि तर 
(-3)7 + (-- 3) (-3) » (-3) »% (-3) » (--3) » (-3) » (--3) 


(-3) & (०3) » (-3) 








उपर्युक्त विवेचन से अग्रलिखित नियम सत्यापित होता हैं; 


जनियम गा: सदि & इक शुन्येतर परिमेय संख्या है तथा का एवं 8 परर्णिक पूर्णाक इस प्रकार 


हैं कि ॥ <#% व आए कक  फिओ | 


याद्‌ कीजिए कि नियम ! 


आजओड 


के अनुसार # >> ८ 2" होता है। यदि क्र! है तो 


8५५ ना 


या छ्््र्ल्डा 


इसी प्रकार, 


(ही च 2772९ गा ऋ्ख्ो 


च्य््ज 


बन 


(9 ”) 5.० हक शा 


म््जे 


आलवान#ः 


0 


औजवीनासि[7 3 //॥ 


<> अर 2] 


व्यापक रूप में, हम कहें 
(7) 


सकते हैं कि 


इस प्रकार, हमें निम्नलिखित नियम प्राप्त होता है न्‍ 
फनियम]9: सेदि > फर्क शुन्येतर परिमेय संख्या है तथा क एवं # भनात्मक यूणाक॑ हैं, तो 


(ए)! + 


4, रिक्त स्थानों को भरिए: 
है) शेरजूशवथ 


नक्नननननरीीटीखओओओ: 


प्रश्नावली 4.2 


ही. (४4 854) # (-%क 


' (हुआ वही जि 


" ऐ (45० 


न | । ठ है| ट कु 0 ड 
4०-4१”. ७) 7) (7/ व 


] 


न हे * ४27 री कब हि । 420 5 02 
० 3 5 ८कात्ट्का.. 


घातांक ५99 


2. सरल कोजिए: 
9 2 | 5 3 थे -.3 #. 
"हक. «विनर 
पु ह 
की) (-4)+(-4) 60 (क्र 


3, सरल कीजिए तथा परिणाम को घातीय संकेतन में व्यक्त कीजिए: 
5 [५] 5 6. ॥॥। हर 2 
० (/“(5, कल 5] 
हि 50 शव के | | री] 4४ 
बलि. ० 


377 


७ (| ७ 


4, निम्न कथनों के लिए सत्य (]) अथवा असत्य (77) लिखिए: 














न ट 00 का 3700 | ही 7 80 7 80 | 
० हॉन्डः. «दा 
9 30 5 30 
कं) |] संख्या नि का व्युत्क्रम है। 


(५) ([0/0।% “ 0070 


प्र प ५ 

(९) टि ] | संख्या 7४ का व्युत्क्रम है। 

(थे) (30 + 30)9 » 309 + 30% 
4.4 घातांकों के नियम ( ऋणात्मक घातांक ) 
हम 37 से क्‍या समझते हैं? पूर्णाकों को घातों पर विचार करते समय तो यह प्रश्न हमने नहीं 
उठाया था। वस्तुत:, यूर्णाकों की ऋणात्मक घात लेने पर जो संख्या प्राप्त होती है वह पूर्णाक 
नहीं होती, वरन्‌ एक परिमेय संख्या होती है। अब जबकि हमें परिमेय संख्याओं का ज्ञान हो 
चुका है, हम इस प्रश्न का उत्तर दे सकते हैं। द 


00_ गणित 
| " ः 
हमने एक परिमेय संख्या 7 के व्युत्क्रम ऊ के लिए संकेतन | कु | का प्रयोग किया 


था। इस प्रकार, वहाँ हमने व्युत्क्रम को दर्शाने के लिए घात '-] का प्रयोग किया था। यहाँ 
हम किसी संख्या की घात -] का अर्थ उस संख्या के व्युत्क्रम से लेते हैं। दूसरे शब्दों में, 





जहाँ » एक शून्येतर पूर्णाक हे। 


॥। 
ञ 


इसी अर्थ में हम कहते हैं कि 3० संख्या 3? का व्युत्क्रम है, (-7)+ संख्या (-7) 
का व्युत्क्रम है, &” संख्या »" का व्युत्क्रम है। अर्थात्‌ 


॥। 


हल 


(-7) तप 


] डे पी 
'त् » जहाँ » एक शून्येतर हा 


त्या 


हि, ब्ष्ब्न्न 





ऋणात्मक घातांकों का यह अर्थ अब हम परिमेय संख्याओं के लिए प्रयोग कर सकते हैं। 


घातांक ॥0॥ 
इस प्रकार, 








0० 3. 
. (-57 ६ 5 
इस प्रकार, हमें निम्नलिखित नियम प्राप्त होता है; 


नियम [: यदि » कोई शून्येतर परिगेय संख्या है तथा ऋ कोई धनात्मक पू्णाक है, तो 
४” संख्या ४" का व्युत्क्रम होता है, अर्थात्‌ 


77 
हक जल 
गा 


कर 


उदाहरण 6: निम्नलिखित के मान प्राप्त कीजिए; 


6 दर हु के 
0) च 0? | 0 0 





4003>, गप्गित 


5>2<5><5><5><5><5 
2>< 2 >< 2 >< 2. >< 2 >< 2 
456:25 

छ्य 


का [उडी का [ ] (-- 7)? 


7 (7) 
&8 
49 
को [न '। सिम मम 
वव 5 पं 
आओ 
है ॥ 
“7 (-32 
]47 
]472 
(-- 37 
337] 
जप 


घातांक 03 
उदाहरण 7: सरल कीजिए; 


0) | ध | ः (8, है पु 


3 


हल: 60) [४ | कं | हु |) हु 5] 


323)<32८32८3 _ 393223 
. 42८424%4><4 22222 





3,८3,८3%८3%८3 रे 29292 
. 4%4>4>4%4 3,८3»23 





व 3 
. 2%4>८49८4 


9 


क्त्ज-5 


28 


| 3) *ह)] 


62<८62<82<8 2८6 > 8 ><8 ८22 22525 ह 
. 5205.८5ल्‍८5ल्‍5.८5.८5 89८8%89<८898 


5 -7 
० हैं 


828 _ 64 


3०5५5 25 


उदाहरण 8: दिखाइए कि 
6) 37 ५ 35 -- 3769 
0) (-8)? » (- 8) ८ (-- 8)?5 


« वही व 


004 गणित 


हि ] | 
हल; (0) बारयाँ पक्ष <37? » 3 > 37% क्र्त 432 
दायाँ पक्ष ८237/9 - 3? 
अत:;, 37 ५८ 35 ८ 37/05) 
७) बायाँ पक्ष >(-8) » (- 8) 
| 5 
हज 
मन 
. (-8 
+(-8)* 


दायाँ पक्ष ० (- 8)? >(- 8)* 
(-8)? »& (- 8) 5 (- 8)१5 


3 पर स्ड हल ञ-7 3 न 4 
(0) बायाँ पक्ष ८ ] > (ज] हि प्र 2 (ज) 


दी हो 5) 
अिननननन-नन १. कि हु | ऑन 
7/ (7 । 
उपर्युक्त उदाहरणों से निम्नलिखित नियम की पुष्टि होती है: 
नियम 7: यदि > एक शून्येतर परिमेय संख्या है तथा ## एवं # कोई भी (धनात्मक अथवा 


ऋणात्यक) पूर्णाक हैं, वो 


एप ८ हू! -८ है 7000 


साताका.. [5 
उपर्युक्त नियम अनुच्छेद 4.3 के नियम । के जैसा ही है। परंतु नियम ॥ केवल धनात्मक पूर्णाकों 
के लिए है। इस प्रकार, नियम ॥ अनुच्छेद 4.3 के नियम ॥ का ही व्यापक रूप है। 

उदाहरण 9: दिखाइए कि 


. शिहा «शी-ह] 

० की) [हि] 
हलः 0) बायाँ पक्ष ८ | | 
। 


7 ५ बा 
अतः, हि ! य 
३ शा 
0). बायाँ'पक्ष - [] 


गत 


ज्ण 
गम 
जि 


!॥ । 25८5 


] 72+<(--5). 


हम 8 
साथ ही, दार्यों पक्ष जू हि 


| 80 ]_ 8 १४*५८७ 
स्पत:<:, (+] | के तो 
॥307]7 कि 
(09) बारयाँ पक्ष रू लत | कम | (5) | 
५ | 86 ] | 
5] 


]37 | ह 
“ । गत | 
है। 3 फ्ञ्ट्8 ] 3 6 





् ]77”४ वा 


है । 3 (-79> (--8) 3 56 
खाध्य , दायाँ. लि वह ु __ 3 
ही, दायाँ पक्ष हा ] पा ] 


जाय 0५ 


] 3 56 
ल 75 


3077 3 (४-७) 
गा शत | | | 
उपर्युक्त उदाहरण निम्नलिखित नियम की पुष्टि करते हैं: 
नियम गा: यदि » कोई शुन्येतर परिमेग्र सख्या है तथा ऋ एवं # दो पूर्णाक हें, तो 
(४77 - जाए 
इस नियम की अनुच्छेद 4.3 के नियम ॥५ से तुलना करने पर हम पाते हैं कि 
नियम ॥५ केवल धनात्मक पूर्णाकों के लिए ही है, जबकि उपर्युक्त नियम गा ऋणात्मक पूर्णाकों 
के लिए भी लागू होता है। अतः प्रयोग के दृष्टिकोण से यह नियम गा अधिक व्यापक है। 
अब इस नियम से हम एक रोचक परिणाम प्राप्त करेंगे। 
निम्न कथनों पर विचार कीजिए: 
23 ५८ 2-3 - 23769 -- 20 (नियम शा के अनुसार) 


साथ ही, 289८ 25 - 23 » क्र । (सरल करने पर) 


अर्थात्‌ 2०- ] 

इसी प्रकार, (-- 3) »% (- 3)5 ८ (- 3)#6» -- (- 3)0 
तथा (- 3) ५८ (- 3)5 हद (- 3) ग पर 57 
अर्थात्‌ (-3)"-[ 


उपरोक्त उदाहरण जिस तथ्य की पुष्टि करते हैं वह हैः 
यदि « एक शून्येतर पूर्णाक है, तो #2<। होता है। 


यदि » एक शून्येतर परिमेय संख्या <- है, तो 


अर्थात्‌ यह तथ्य शून्येतर परिमेय संख्याओं के लिए भी सत्य है। इस प्रकार से जो नियम 
सत्यापित होता है वह हैः 


॥)४.._गण्गित 
फियम 9५ यदि > एक शुन्येतर परिमेय सख्या है, तो ४? | होता है। 
337 उम गुणनफलों के घातांकों पर विचार करेंगे। 
दि & एवं ४ दो पूर्णांक हें » तो 
(४ >€ 97४ («६ >< ») २ (& >< 3) 
न (४ २< 2) »< (५ » 9) 
ह न्‍न्ध अर हे 
इसी प्रकार, ; 
(ह४>< 95 - (४ >< 9) >< (४०८ 9) >< (४ >< 9) >< (४०८ 9») *€ (४ >६ 9») 
नई (0 >< 2 >< हे >< 5 >€ |) >< (५ २६ 9 *< » >< 9 >< 9) 
चन् ८ भी 
अत;, किसी भी शनात्मक पूर्णाक ऋ के लिए, 


| (8 76307 हद कर 80. ञ्ट्‌ 9)” न है, ६4 >> जा 


] ] व 


इसी प्रकार, 


या 





उद्दाहरण १0: दिखाइए कि 
| 7.8 | जा 
व आज मे हर 
-]3 970“ -]377 ]9"7 
०, नम ॥ जि | 0 
[45 [76 5 ]6 


हल: 0४) बायाँ पक्ष 





॥| 
755७ 
का 
83, 

2 
(0]| ०0 
मम 

॥ 
पत्ता 
यो 
आओ कर 
£ शक 
() ०० 
2 


घातांक 


ह। ] ह 
५ __ कि. 
साथ ही, दायोा पक्ष -< हे न्‍ | | | 


॥लमाकननरन पक ><्‌ जल पर 
]7 3) 
72:87 
]7 >< 37 


हा 3 हि रे 8 3 
इस प्रकार, 55 | हर 


/) बायाँ पक्ष ्ि त्ती हा 22222 
पर हज 36/- | 5006 


526 ४ 
. [-3>9 


_ _65246) 
. (-3»]9) 
॥8 6: 


नाश 


८ गाज 8977 50४ 66५ 
जज“) - ही “ही 
द ]57 _6' 
_ टाऔ पक्र 
. (-3) »9' 


अत हा हज] 
ष ]5 6/ ६ 5 6 





।70 _ गणित 

इस उदाहरण से निम्नालेखित नियम की सत्यता प्राप्त होती हैः 

लियम ५; यदि » एवं > शून्येतर परिमेय संख्याएँ हैं तथा % कोई पूर्णांक है, तो 
(> भर हा 5 द्र्ा तट जाप 

उकाहश्त! १]: >का वह मान ज्ञात कीजिए जिसके लिए 


०. शक कि जि 6 जा वटओ 2 मिक 6 ह 

० है न ० है) 
पे 2 े0 जा का प्र -5 2 ४ 
हलः () 4 4 । 


++| | 


7 -3+(-5) । ] ह-2 
| रन (नियम ॥) 
इस प्रकार, -3+(-5)5»-2 
या ->85%४-2 
या -8+25->2-2+2 
या --0८--»% 
अतः, ऋषज्ूः-65 


हि & | | |] 
(0) बार्यों पक्ष ८ 
425 57525 3 

2, 





थ ही 4हूम्साआ 
के, 8 22222 2 


25 /50 2322 5 >(5+>) 5 5+3ल्‍ 
कि 
इसे दाएँ पक्ष के बराबर रखने पर, 


8] "हो 


]5 + 3:४८ [8 
गयी 3553 


या रच 


ग्रशनाखली 4.3 
मान प्राप्त कीजिए: 


ु है 2 का ० 2] 
) 27 0) (-3)* . 00) [4] (९) हि 


आज ु 4 न 
"जी छजी ली 


घातांकों के नियमों का उपयोग कर निम्न संख्याओं को परिमेय संख्याओं की 
धनात्मक घातों के रूप में व्यक्त कीजिए: 


2 -5 
() हर | 0) (2-0? (0) 4 45 
टी 
6) ह | (ए। 23 % (- 7)5 (ण) (5<+20 ८27 
निम्न को परिमेय संख्या की ऋणात्मक घात के रूप में लिखिए; 
3 
0) [४ ] ही) (209 . ता) 4 > 4 


-67 न्‍ 4 
6) ति | एछऐ. ८ 3५% ( | (शं) (37 # 39) » 37 
मान प्राप्त कीजिए: 


4+2+-6 
06) 3९ ध) 465 का) दर 
6०) (- 3)88-69 (0 20 + 30 + 40 (शं) 20, 30 » 40 
(शो) (3९-20 ८5". (शो) (6" - 20 » (6"+ 2" 
37 को किस संख्या से गुणा करें कि गुणनफल 3 हो जाए? 


6, . (-4)* को किस संख्या से विभाजित करें कि भागफल 42 हो जाए? 


यदि [ | कर ( । तन | है, तो » का मान ज्ञात कीजिए। 


[2 


]0, 


]॥, 


2, 


3. 


4.5 


गणित 
ठ ठ 9] ज्छ 3 उक्ानां न्‍ॉं की होती भ 
यदि | >< [4] स्ि हि | » तो #% क्या ; 


2 ््ऊे 


परिमेय संख्या 5 | ् | | का व्युत्क्रम ज्ञात कीजिए। 


यदि कप तर) + | है, तो ५ का मान ज्ञात कीजिए। 


2 9 
(६ | है | »3 /६ हु. को सरल कीजिए। 
33 3. 6 
दिखाइए कि 


ह । 9... --] बी ्र । [7 ] 
(0 भी 2 पाता ब मा हट हद हि, किलर ना 
9 7? | 9 | 
[४ 22 के [0 ] 
&) [-प5”" 75 9/  (छ 
निम्न कथनों के लिए सत्य (१) अथवा अंसत्य (7) लिखिए: 
(0) ०">४“,०८३ एवं 8-4 के लिए सत्य है; परंतु 6०2 तथा 9-3 के लिए असत्य 
है। 
(॥) सभी पूर्णाकों ८ एवं 9 के लिए, 
(6 + 9) > ८ + 9* 
(ध- 0) < ८: + 8* 
(॥) सभी शून्येतर परिमेय संख्याओं के लिएं, 
श्र! का व्युत्क्रम व ( का व्युत् क्रम ) ० 
(४) संबंध ४" ४" ८४" सत्य है, यदि &>0 तथा # >४ | 


( 


(४) 0 ८ 0 ८ , सभी शून्येतर » के लिए सत्य है। 


( 
न 


बड़ी एवं छोटी संख्याओं को व्यक्त करने में घातांकों का प्रयोग 


अनेक स्थितियों में हमें बहुत बड़ी संख्याओं से सामना करना पड़ता है। उदाहरण के लिए, 
ब्रह्मांड की आयु वर्षो में, पृथ्वी का द्र॒व्यंमोन टनों में, सूर्य की पृथ्वी से दूरी किलोमीटरों में आदि 
कुछ ऐसी संख्याएँ हैं जो बहुत बड़ी हैं। इतनी बड़ी संख्याएँ सामाम्यत: शुद्ध मान॑ न होकर 


घीताक |॥3 


सन्निकट मान होती हैं। उदाहरण के लिए, निर्वात में प्रकाश का वेग 299792.5 किमी प्रति 
सेकंड होता है, परंतु व्यवहार में हम इसका मान 300000 किमी प्रति सेकंड या 300000000 
मी/सेकंड लेते हैं। इसी प्रकार, हमारे ब्रह्मांड की आयु लगभग 8,000,000 000 वर्ष है। सूर्य 
से पृथ्वी की औसत दूरी लगभग 50,000,000 किमी है। पृथ्वी का द्रव्यमान लगभग 
5980 ,000 000 ,000,000 ,000 ,000 मीट्रिक टन है। ॒ 


इतनी बडी संख्याओं को व्यक्त करने के लिए, सामान्यतः आधार ॥0 वाले घातांकों का 
प्रयोग किया जाता है। उदाहरण के लिए, संख्या 300,000,000 को 3%0 या 30/:00 या 
फिर 300» 0९ के रूप में लिखा जा सकता है। इस प्रकार, सभी बड़ी संख्याएँ /»८0" के 
रूप में व्यक्त की जा सकती हैं; जहाँ £ कोई सांत दशमलव संख्या है तथा # कोई धवात्मक 
पूर्णाक है। संख्या 300,000,000 को इस रूप में लिखने के लिए, हम #53 एवं #8 या 
६-30 एवं #-7 या £- 300 एवं 6 आदि ले सकते हैं। परंतु संकेतन पद्धति में 
एकरूपता लाने के लिए, हम # को प्राय: इस प्रकार चुनते हैं कि <#<0 हो और फिर : 
॥ इसके अनुसार चुनते हैं। इस संकेतन पद्धति में, हम लिखेंगे कि प्रकाश की गति 3ल्‍0/ 
मी/सेकंड हे, ब्रह्मांड की आयु 8:८0* वर्ष है, सूर्य की पृथ्वी से दूरी .5)<0" किमी है तथा 
पृथ्वी का द्रव्यमान 5.98 »<0% मीट्रिक टन या 5.98 »«0* किग्रा है। 


जिस प्रकार घातीय संकेतन बहुत बड़ी संख्याओं को व्यक्त करने में सहायक होता है, ' 
उसी प्रकार बहुत छोटी संख्याओं को व्यक्त करने. में भी घातीय संकेतन का प्रयोग किया जा 
सकता है। बड़ी संख्याओं के लिए 0 की घात धनात्मक होती है, परंतु छोटी संख्याओं के लिए 
0 की घाते # का मान ऋणात्मक होता है। उदाहरणार्थ, तरंगदैर्ध्य (॥८एश»ए७४) का 


0,000,000,000 मी है। इस 
संख्या को हम % 07"मी लिख सकते हैं। इसी प्रकार, संख्या 0,000000000387 को 
3.87 ० 07" या 38.7::0-// या 387»: 07£ आदि लिख सकते हैं। यहाँ भी एकरूपता को 
दृष्टिगत रखते हुए £ का मान । एवं 0 के मध्य लेते हैं। 


उदाहरण १2: निम्नलिखित संख्याओं को #£+८0" के रूप में व्यक्त कीजिए, जहाँ # एक 
पूर्णाक है | 


मात्रक एगस्ट्रॉम (६857०४) है और एक एंगस्ट्रॉम का मान 


() 386500000 0) 0.0000837 


॥र् 


मंणित 


हल्लः 0) 


(0) 


३|४७50/॥00 को हम लिख सकते हैं; 
3]865 » ]0 


या 386.5 ८ 0/ 

या 38,65 » ॥07 

या 3|.865 ९ 0+ 

या 3.865 »८ 40" 

या, 0.3865 «८ 0/ आदि। 
0/0000837 

$37 
+ |॥000000 


837» [07 या 83.7 % 0" या 8.37 » 40* आदि। 


चछनावली 4.4 


निम्नलिखित संख्याओं को #2८0" के रूप में लिखिए, जहाँ # का मान दिया हुआ है; 


() 
(ग) 
(५) 


०6७(॥॥)))()0, ॥ ८ है थी) 0.000000000097, ॥ ८ -- || 
ि0॥3॥)0))0000(055 , # ७ - / न (ए) 0700000)0000, # ८ 9 
0) 200) ॥))()())())()0)()(0)000), # ८ 22. 2.3 


निम्न संख्याओं को सामान्य रूप में लिखिए: 


(9) 


(५) 


निम्नलिखित कथनों में प्रशुक्त हुई संख्याओं को ॥& ॥७ के रूप में लिखिए, जहाँ 


0.3 & 0 "7 8) 8.9 » 07 ह) 5.6846929 2 ]07 
5,8 »% 077 (७) ।.00| »% 0 


| <£ < 0 है एवं # एक पूर्णाक है। 


() 


| 


(ं) 


भारत को राजधानी में प्रतिदिन लगभग 050000 किग्रा प्रदूषक तत्त्व वातावरण में 
उत्सर्जित किए जाते है।...* 

पृथ्वी पर लगभर !, 353 000/0॥ घन छियी समुद्री जल है और इस जल में 
लगभग ॥, 36 /४,000 छ्षिग्रा स्वर्ण है। 

मार्च 200। में भारत की जनसंख्या लगभग |,027,000,000 थी, जिसमें 
53।, 200,000 पुरुष तथा 405, ४00,000 स्ट्रियाँ थीं। 


6०) | माइक्रोन < कम | 


0000)0()0) 
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2 [5 


वाए रखने योग्य था 
यदिं ४5 एक परिमेय संख्या है तथा # एक थधवात्मक पूर्णाक है, तो 


(8 
|! 4 
2 मद का 


ग् 


6 
यदि # धनात्मक पूर्णक है और »& 0 है, तो /" - (:-/)" होता है जहाँ » 
६ का व्युत्कम है। 
किसी भी शून्येतर परिमेय संख्या » के लिए, । 
डे] ६ 
पूर्णाकों # एवं # तथा परिमेय संख्या ४, ,&0 के लिए 
7 7 >८ जाए 
पूर्णाकों # एवं # तथा शून्येतर परिमेय संख्या & के लिए, 
ही से जाएग 
पूर्णाकों # एवं & तथा शून्येतर परिमेय संख्या £ के लिए, 

77 5 
यदि £ एवं » दो शून्येतर परिमेय संख्याएँ हैं और ॥ एक पूर्णाक है, तो . 

(॥ > ७ ८ » आए 
छोटी या बड़ी किसी भी संख्या को /»८0' के रूप में व्यक्त किया जा सकता 
है, जहाँ £ एक सांत दशमलव संख्या है तथा ॥ एक पर्णाक (बड़ी संख्याओं के 
लिए धनात्मक एवं छोटी संख्याओं के लिए ऋणात्मक) है। सामान्यतः # का चयन 
इस प्रकार करते हैं कि | </< [0 हो। 


[0._ गणित 





कक्षा 6 में, आप पढ चुके हैं कि विश्व की सभी प्राचीन सभ्यताओं में किसी न किसी प्रकार 
की संख्यांकन पद्धति प्रचलित थी। सुमेरियन-बेबीलोन सभ्यता (लगभग 5000 वर्ष ई.पू.) में 
केवल दो संकेत - एक के लिए एवं दस के लिए '< ” का प्रयोग होता था। इन संकेतों 
एवं खाली स्थान (अर्थात्‌ संकेत का न होना) की सहायता से बे पर्याप्त बड़ी संख्याओं को लिंख 
सकते थे। संख्या 60 तक उनकी पद्धति दशमलव पद्धति की तरह ही थी। 60 से बड़ी संख्याओं 
के लिए 60 के आधार वाली पद्धति जेसा कुछ प्रयोग में लाते थे। 
मिस्र की सभ्यता के आरंभिक काल (लगभग 5000 वर्ष ई.पू.) में भी कुछ संख्यांकों का 
प्रयोग होता था। इस संख्यांकन पद्धति में ] से 9 तक के लिए इतनी ही खड़ी रेखाओं (,॥ 
॥, ...) का प्रयोग होता था। 0, 20, ..., 00, 000, ... जैसी संख्याओं के लिए वे अलग 
संकेतों का प्रयोग करते थे। इस संख्यांकन पद्धति की एक निराली बात यह थी कि इसमें 
* संख्याओं के लिए लिपि का प्रयोग नहीं किया गया था। 
तीनों संकल्पनाओं, अर्थात्‌ दशमलव पद्धति, स्थानीय मान तथा गणनात्मक शून्य को 
मिलाने का अद्वितीय श्रेय भारत को जाता है। शून्य पर संक्रियाओं के बारे में सर्बप्रथम भारतीय 
गणितज्ञ ब्रह्मगुप्त (598-678 ई.) ने ब्रह्मस्फुट सिद्क्षात में अपने विचार व्यक्त किए और इस 
प्रकार शून्य को एक संख्या का रूप प्रदान किया। ब्रह्मगुप्त ने लिखा है; 
'शुन्ययो: खडनयो खशून्य खशून्ययोर्वा बद्ध शून्यम्‌।' 
हमारी संकेत पद्धति में इसका अर्थ है: 
42050, 0%20-0 तथा - ५८050 
आज इस बात से सभी गरिचित हैं कि गणनात्मक शून्य की परिकल्पना ने ज्ञान की सभी 
श्रिओं की अभिवृद्धि में कितना महति योगदान किया है। इस विषय पर गणित के -सर्वकालीन 
पाँच सर्वश्रेष्ठों में से एक गॉँस ने लिखा है 
“ये भारत ही है जिसने मात्र दस प्रतीकों के दकारा सभी संख्याओं को व्यक्त करने की निराली 
पद्धति विश्व को दी। इस पद्धति में प्रत्येक प्रतीक के दो मान हैं --- स्थानीय मान तथा निरपेक्ष मान। 
यह अत्यंत महत्त्वपूर्ण परिकल्पना है जो देखने में इतनी सरल है कि हम इसके मूल महत्त्व की ओर 
ध्यान ही नहीं दे पाते | ..... इस उपलब्धि के महत्त्व को हम इस तंथ्य से समझ सकते हैं कि 
आर्किमीडीज तथा अपोलोनियस जैसी महानतम विभूतियों के संज्ञान से भी यह बची रही।'' 
संख्याओं के क्षेत्र में भारत की गौरव गाथा यहीं समाप्त नहीं होती है। भिन्‍नों (और इस 
प्रकार परिमेय संख्याओं) के क्षेत्र में, भारत का योगदान भी सम्मानित है। प्राचीन भारतीय गणितज्ञों . 
ने भिन्‍नों का काफी उपयोग किया, यद्यपि उनके संकेत में हर अंश से ऊपर लिखा जाता था तथा 
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रेखिका का उपयोग नहीं होता था। ब्रह्मगुप्त ने भिन्‍नों को उपयोग करने के नियम दिए और ये नियम 
उसी प्रकार हैं जैसा आज-कल हम ग्रयोग में लाते हैं। भारत से ये भिन्‍न तथा इनके नियम अरब संसार 
में फैले। प्रसिदृध अरब गणितज्ञ अल्ख्वारिजमी ने इनका अरबी में अनुवाद किया। इस प्रकार अरबों 
के माध्यम से भारतीयों का यह ज्ञान इटली तथा पश्चिम. में पहुँचा। 

प्राचीन समय में लोगों के लिए परिमेय संख्या (या उनके अनुसार भिन्‍न संख्याओं) की. 
आवश्यकता गणन संख्याओं एवं पूर्णाकों की आवश्यकता से बहुत बाद में उत्पन्न हुई। वास्तव 
में, भिन्‍न की अवधारणा ने लंबाई, क्षेत्रफल आदि मापों के संदर्भ में जन्म लिया। बेबीलोन निवासी 
अपनी गणनाओं में 60 हर वाली भिन्‍नों का बहुतायत से प्रयोग करते थे। मिस्र निवासी - अंश 
वाली भिन्‍नों जैसे बुर आदि के प्रतीकों का प्रयोग करते थे। वे संख्या के ऊपर <> संकेत 
बनाकर भिन्‍नों का निरूपण करते थे। इस प्रकार, उनकी संकेत पद्धति में +, हु निरूपित 
करता था; 7, 5; के लिए तथा कक, उ.र के लिए प्रयुक्त होता था। दूसरी भिन्‍न जिसके 
लिए वे पृथक संकेत का प्रयोग करते.थे वह थी केवल न यद्यपि वे और भी भिन्‍्नों से परिचित 


थे। रींड पेपिरस (।#क4 #?०0०)/॥७) में हमें 700 ई,पू. में भी मिस्तरियों द्वार >,>,>,- जैसी 
भिन्‍नों के प्रयोग के उदाहरण मिलते हैं। 
यूनानी लोग भी भिन्‍नों से परिचित थे। वे हर को अंश के ऊपर लिखते थे, यद्यपि भिन्‍्नों 
'के लिए वे प्रतीकों का प्रयोग करते थे। रोमन लोग 2 हर वाली भिन्‍नों का प्रयोग करते थे 
क्योंकि उनके बाँट एवं मुद्रा ।2 भागों में विभाजित होते थे। 
शून्य तथा ऋणात्मक संख्याओं की अमूर्त गणितीय संकल्पनाएँ गणित की 
- सर्वाधिक क्रांतिकारी खोज हैं। इस प्रकार की संख्याओं का कोई मूर्त रूप नहीं है, जैसा कि धनात्मक 
पूर्णाकों का है। इसका श्रेय ब्रह्मगुप्त को है जिन्होंने गणनात्मक शून्य के आविष्कार करने के बाद 
अनुभव किया कि जिस प्रकार शून्य से आरंभ कर धनात्मक संख्याएँ अनंत तक फैली हैं, उसी प्रकार 
ऋणात्मक संख्याएँ भी शून्य से आरंभ होकर दूसरी दिशा में अनंत तक फैली हैं। 
भौतिक वास्तविकता के अभाव में ऋणात्मक संख्याओं को लोगों ने धीरे-धीरे स्वीकार। हमारे अपने 
गणितज्ञों जेसे महावीर (850 ई) तथा भास्कर (4 ई.) को भी इन्हें स्वीकार करने में कुछ हिचक 
लगी। लेकिन अल्ख्वारिज्मी एवं उमर खय्याम जैसे अरब गणितज्ञों ने ऋणात्मक संख्याओं को सहर्ष 
स्वीकार क्रिया और फैलाया। 
भिन्‍नों और ऋणात्मक संख्याओं के बाद परिमिय संख्याओं का विचार एक स्वाभाविक प्रक्रिया थी। 
परिमेय संख्याओं संबंधी वर्तमान प्रस्तुतिकरण एवं उपयोग पिछली शताब्दी में ही विकसित हुए हैं। 





5,। भूमिका 
पिछली कक्षाओं में, आपने अनुपात तथा समानुपात और ऐकिक विधि के बारे में पढ़ा है। इस 
अध्याय में, हम समानुपात ओर ऐकिक विधि की संकल्पना का उपयोग विचरण की संकल्पना 
को विकसित करने के लिए करेंगे। आप जानते हैं किः 
(|) जब कार की चाल बढ़ती है, तो दूरी पार करने में समय कम लगता है। (चाल के बढ़ने 
से समय में कमी आती हे।) 
(2) बैंक में अधिक धन जमा होता है, तो धन पर ब्याज अधिक बनता है। (धन के 
अधिक हो जाने से ब्याज भी अधिक बनता है।) 
(3) मजदूरों की संख्या बढ़ती है, तो उसी कार्य को पूरा करने में कम समय लगता है। 
(मजदूरों की संख्या बढ़ने से दिनों की संख्या कम हो जाती है।) 
इस प्रकार, हम देखते हैं कि कभी-कभी दो संबंधित राशियों में एक साथ वृद्धि या 
कमी होती है, परंतु कभी-कभी एक राशि में वृद्धि होने पर दूसरी राशि में कमी होती हे। 
इससे अनुक्रमानुपाती विचरण तथा व्युत्क्रमान॒पाती विचरण की संकल्पनाओं का ज्ञान होता है। 
अब हम इस अध्याय में, इन संकल्पनाओं का परिचय देंगे और इनका समय और कार्य तथा 
समय और दूरी से संबंधित प्रश्नों को हल करने में उपयोग करेंगे। 
5,2 अनुकरमानुपाती विचचरण 
मान लीजिए कि आलू का मूल्य 0 रु प्रति किग्रा है। दो किलोग्राम आलू खरीदने के लिए 
आपको दुगुना मूल्य व्यय करना पड़ेगा और आधा किलोग्राम आलू खरीदने के लिए आपको 
आधा मूल्य देना पड़ेगा। जितने अधिक आलू खरीदोगे, उतने ही अधिक रुपए लगेंगे और जितने 


यापुक्रनायुपाती तथा वुतक्रमानुषाती लियरण . 9 
कम आल खरगीदींगें, उतने हर रुपए भी कम लगेंगे; परंतु आलू की मात्रा और पुल! का डागूगत 
कही सहेगा। दो सशियों के उस प्रक्‍ागर बबलने के व्यवहार या क्रिया को. एक दुसरे के ग्गथ 
अनुक्रमानुपात में विचरते हैं, कहते हैं। 

यदि 5 किग्रा आलू का मूल्य 50 रु हो, तो 20 किग्रा आलू का क्या मूल्य होगा? अवश्य 
ही आप उत्तर देंगे कि 200 रू । अब प्रश्न यह है कि आपने यह उत्तर निकाला कैसे? हो 
सकता है कि ऐकिक किंधि के प्रयोग से आपने पहले एक किग्रा और फिर बीस किग्रा आलू 
का मूल्य निकाला हो। तथापि, आपने यह देखा होगा कि 5 किग्रा आलू का मूल्य 50 रु है 
अतः 20 किग्रा आलू का मूल्य इससे चार गुना होगा। 40 किग्रा आलू का मृल्य क्‍या होगा? 
निस्संदेह मूल्य भी 8 गुना हो जाएगा। आइए आलू की मात्रा को किग्रा में + से और इनका 
संगत मृल्य रुपयों में » से व्यक्त करें। नीचे दी गई सारणी में ५ के कुछ मान और इन मानों 
के लिए » के संगत मान दिए गए हैं 









रुपयों में मूल्य (५) 


300 | 400 कर 600 | 





7रणी को ध्यान से देखिए। जैसे-जसे » का मान बढ़ता है, वैसे-वेसे » के संगत मानों 
का क्‍या होता है? क्‍या वे भी बढ़ते हैं? हाँ, वास्तव में ऐसा ही है। अब ४ के विधिश्व मानों 


5 हर दीजिए ५ लिए ह 
और इनके झंगत ४ के गानों के लिए अनुपात हल पर ध्यान | उदाहरण के लिए 
६. ]0 20 30) 


हि ०» “य दत्यादि। आप देखते हैं? आपको सद्य एक ही मान प्राप्त 
507 ]॥00 200 5) क्या देखते हैं? क्या / संद 


<& 


होता , छेसा ही तो है। प्रत्येक बार आपको 7 जा होता है। दूसरे शब्दों में, 


हीं े दीजिए ५ हें भ्े नें 
बदलता नहीं हे, यह अचर है। ध्यान दीजिए कि » और » धनात्मक हैं और इसलिए -; हमेशा 
धनात्मक है। 


कह 2 <- 8. ान्क 
आइए स कः अचर मान का £ स वन्यक्ते कर। तब, 
कप 
जत# 


या हम ह ([) 


720 गणित 


ध्यान दीजिए कि & में कोई परिवर्तन नहीं होता। इसलिए, ऊपर के संबंध से यह ज्ञात हुआ 
कि » और » साथ-साथ बढ़ते (घटते) हैं। यदि हम दोनों चरों (४व ») में से किसी एक का 
मान बढ़ा दें, तो संबंध () के दोनों पक्षों का मान वही रखने के लिए, हमें दूसरे चर का मान 
भी उपयुक्त रूप से बढ़ाना पड़ेगा। यदि हम दोनों चरों (४व ») में से किसी एक का मान घटा, 
दें, तो संबंध () के दोनों पक्षों का मान वही रखने के लिए, हमें दूसरे चर का मान भी उपयुक्त - 
रूप से घटाना पडेगा। उदाहरण के लिए, » को दुगुना करें, तो » को भी दुगुना करना पड़ेगा; 
४ के स्थान पर 3£ लें, तो » के स्थान पर 39 लेना पड़ेगा; इत्यादि। इसी प्रकार, & का मान +; 
का एक चतुर्थाश कम करने का अर्थ है कि » का मान भी एक चतुर्थाश कम करना होगा। . 
इन सभी स्थितियों में हम कहते हैं कि £ और » अनुक्रमानुपात में विचरते हैं। 

इस प्रकार, हम देखते हैं कि दो राशियों » और » को सीधे अनुपात में या अनुक्रमानुपात 
में विचरण कर ग (५८० 7४८४५) कहते हैं, यदि " 


(3) » बढ़े, ता इसके संगत » का मान इस प्रकार बढ़े कि अनुपात प्र धनात्मक और अचर हो। 


(४) » घटे, तो इसके संगत » का मान इस प्रकार घटे कि अनुपात पर  धनात्मक और अचर हो। 


आइए कुछ ऐसे उदाहरण देखें जहाँ एक राशि दूसरी के साथ अनुक्रमानुपाती विचरण करती है। 
उदाहरण : निपन सारणी में ८ तथा & के मान ज्ञात कीजिए, यदि & और » अनुक्रमानुपात में 
विचरण करते हैं: 


४ 5 0 | 8 | ॥ "कं. 


हल: दिया हुआ है कि » और ». अनुक्रमानुपात में विचरण करते हैं। अतः, अनुपात ४ अचर 


। < 9) 8 
और धनात्मक होना चाहिए। अब 7 आ नह के मान समान होने चाहिए। 
का [0 6 छ& 
हा ]5 & 24 


या ह ः 9<2. तथा ८ 56 


नुक्रयानुफाती ता त्यन्क्रमानुगाती वि ॥0] 


उदाहरण 2: एक प्रकार के 6 मी कपडे का मूल्य 240 रु है। इस कपडे के 2, 3, 72 और 
।8 मीटरों का मूल्य एक सारणी में लिखिए। क्या कपडे की लंबाई और मूल्य अनुक्रमानुपाती 
विचरण करते हैं? 

: हल: ऐकिक विधि के प्रयोग से 2, 3, ।2 व 8 मी कपडे का मूल्य क्रमश: 80, 20, 480 
व 720 रु ज्ञात किया जा सकता है। यदि हम अपनी सहज बुद्धि का प्रयोग करें, तो हम देखते 
हैं कि वांछित मूल्य क्रमश: 6 मी कपडे के मूल्य का एक तिहाई, आधे, दुगुने व. तिगुने होंगे। 
इस प्रकार, वांछित मूल्य (रुपयों में) क्रमश: प > 240, हमर 240, 22240 तथा 3» 240 हुए। 


हम किसी भी प्रकार से बढें, वांछित सारणी यह होगी 


लाशिकाकतओ 
[७] ऐ 


क्या ये दो राशियाँ । (लंबाई) तथा ८ (मूल्य) अनुक्रमानुपाती विचरण करती हें? हाँ 
कारण यह 
।. जैसे-जैसे / बढ़ती (घटती) है वैसे-वैसे ही ८ भी बढ़ता (घटता) है। 













(«> लंबाई (मीटर में) 
८ मूल्य (रुपए में) 






2. यदि हम ० और । के संगत »,7| के लिए अनुपात हे निकालें, तो 


20 240 480 720 है 
पुन पद्व भष्त होते हैं औ इन सबका एक ही मान >40 है। 
् ') 


इस्र प्रकार, 


> 40 या ८८40 (लंबाई) 


या । मूल्य < 40 (लंबाई) 
संबंध मूल्य - 40 बार लंबाई के कारण हम कहते हैं कि मूल्य लंबाई के अनुक्रमानुपात 
(उसी या सीधे अनुपात) 40 में विचरता (या बदलता) है। क्‍या यहाँ लंबाई मूल्य के 


मर 
अनुक्रमानुपात 7.5 में बदलती है? 


]02.. भजित 


!घघ्णी: . संबंध ८<407 इस बात की गारंटी दता है कि मृल्य और लंता 
(घरटेंगे)। सच बात तो यह है कि इसकी जाँच करने था लिए कि उयी ६ 
के साथ अनुक्रमानुपात में विचरते हैं. हमें किसी बअनात्मक संख्या ॥ के लिए 
८-४४ जैसे संबंध की आवश्यकता थी। यह ज्ञात करना कि ८ और / एक दूसरे के साथ-साथ 
बढ़ते हैं या नहीं, अनावश्यक था। फिर भी यह बात पहले जाँच लेना कि हमारी राशियाँ 
साथ-साथ बढ़ती (घटती) हैं या नहीं, बहुत सुगम और लाभप्रद है। तथापि, यह बात ध्यान 
देने योग्य है कि दोनों राशियों के साथ-साथ बढ़ने (या घटने) से यह स्थिति अनुक्रमानुपाती 
विचरण की नहीं हो जाती, जैसा कि हल किए हुए उदाहरण 4 में दर्शाया गया है। यदि बे 
साथ-साथ बढ़ते (या घटते) हैं, तो हम £<॥/ जैसे संबंध को प्राप्त करने का प्रयास करेंगे। 
अन्यथा हम चिंता नहीं करेंगे, दयोकि तब यह अपुक्कमानुवातती विच्चरण की स्थिति नहीं होगी 
जैसा कि उदाहरण 4 में हल करके दर्शाया गया है। . 

2. ध्यांन दीजिए,कि यदि दो राशियाँ अनुक्रमानुपातं में विचरण करती हैं, तो एक राशि के 
. दो मूल्यों में वही अनुपात होगा जो दूसरी राशि के संगत मूल्यों में होगा। इस प्रकार, उपरोक्त 

20 0. है. 0. हो] 

उदाहरण म॑ ट्र च् त जा हू कर हत्या 

उंवाहरण 3: सात दर्जन संतरों का मूल्य 9] रु है। दस दर्जन संतरों का मूल्य ज्ञात कीजिए। 
हल: स्पष्टत: यह अनुक्रमानुपाती विचरण की स्थिति है। जब खरीदे गए संतरों की संख्या 
बढ़ती है, तो उसी अनुपात में मूल्य में वृद्धि हो जाती है। मान लीजिए 0 दर्जन संतरों का 
मूल्य » रु है। इस सूचना को निम्न प्रकार से लिखिए: 


| सतरों क्रा सरख्या ( दजन मं) है 


| ने - विकिनिननननन+ 4०० ७>+->4०493५००/०५७ »----क *%+०० -९2५५१०+०७७५/ ०६५५ - 33०-- 


साथ अढेंगे 
है ( पा साया 





52 ढ़ 








। 


| साय ृ/ ४६ भं है| 
या 


_0 


हे ए मम ग ननय, ्यट हटा हा 
्ााश कि हजन खाता का शुल्य [30 रे हा 


मी आए 8 3 लक जि 2 आग ले है दी 
3 हुए 8 0 दर अलग बे 02 2097 8 बीए दिीवशाए। 


उपाहरण 4: किसी मीनार को चोटी से एक पत्थर स्वतंत्रतापूर्वक गिरता है। गिरने में पार की 


हुई दूरी # और लिया गया समय # निम्न सूत्र से दिया जाता है: 


] 
॥्च्न्हा दल 


जहाँ ५ एक अचर है जिसे गुरुत्वाकर्षण जनित वेग वृद्धि कहते हें। ज्ञात कीजिए 
) #. जबकि ।८ 2 तथा /-4। 


0) #, जबकि />2 तथा «4 । 
(9) क्या # और / एक दूसरे के साथ अनुक्रमानुपाती विचरण करते हैं? 


धणः () ६ 28 सं, हम पाते हें 


] 
जब #<- 2, ०7 8227 28 
और जब (4, ॥ 2 824 88 । 
... 
0) (!) से हम पाते हैं कि > प्र 


[ 
2 के लिए जम चर 7 8 2५ है 


/#. 8 
तंथों.. +&% के लिए: जूत2४ 


अजिए के 2३ ॥। नहीं है. औ 
(00) ध्यान दीजिए कि / के बढ़ने से # भी बढ़ता है, परंतु अनुपात प अचर नहीं है और 


इसलिए # ओर / एक दूसरे के साथ अनुक्रमानुपाती विचरण नहीं करते हैं। 
टिप्पणी; इस उदाहरण में # और /# एक दूसरे के साथ अनुक्रमानुपाती विचरण करते हैं। 


|! थदि पंत्रो ६० ५ कितने * | 
उदाहरण 5: यदि कागज के 6 पत्रों का भार 45 ग्राम हो, तो ऐसे कितने पन्नों का भार | हे 


किलोग्राम होगा? 


8:3. गणित 

हल: सहज बुद्धि कहती है कि- पत्र जितने अधिक होंगे, भार भी उतना ही अधिक होगा। 
और फिर पत्रों की संख्या और उनके भार में वृद्धि होंगीं भी आनुपातिक (अर्थात्‌ दोनों एक 
ही अनुपात में बदलेंगे)। इसलिए ये दोनों राशियाँ एक दूसरे के साथ अनुक्रमानुपात में बदलती 
हैं और इनके मध्य नीचे जैसा कोई संबंध होना चाहिए 

पत्रों की संख्या -£»< (पत्रों का भार ग्राम में) 

जबकि # कोई धनात्मक संख्या है। आइए, अब # का मान निकालें। हम जानते हैं कि 6 पत्रों 
का भार 45 ग्रा है। अतः, यह आवश्यक हे कि 


6 - 9८ 45 
न हूँ पु १ 
या धन्य 
(5 
५ ४ 2 तो में 
अतः, पत्रों की संख्या - गम (पत्रों का भार ग्राम में) 


पत्रों | न्‍ 
अब मान लीजिए कि >» पत्रों का भार ]- किलोग्राम या 500 ग्रा है। 


2 
इसलिए *.. ४&<-- 5 500 - 200 


* अतः, 200 पत्रों का भार > किलोग्राम होगा। 


बैकल्पिकत:, हम इस प्रश्न को इस प्रकार भी हल कर सकते हैं। हम निम्नलिखित सारणी 
बनाते हैं 





द पर 
या . #+ 500 >यूदु 5200 .. 


पनुक्गानुफाती यथा व्यत्गानुपाती पियाण . ॥75 
' उदाहरण 6: एक कार 48 लीटर पेट्रोल में 442 किलोमीटर चलती है। 20 लीटर पेट्रोल में 
वह कितनी दूरी चलेगी? 
: हल: पहले तो हम इस बात पर ध्यान दें कि जितना पेट्रोल कम लगेगा, तय की गईं दूरी 
(किमी में) भी उतनी ही कम होगी। साथ ही, यह अनुक्रमानुपाती विचरण की स्थिति है। अब 
मान लीजिए 20 लीटर पेट्रोल में यह कार .« किलोमीटर चलेगी। आइए, अब इस सूचना को 
एक सारणी में लिखें। 


पेट्रोल (ली में) 48 | 20 

के तकले के 
अब चूँकि पेट्रोल कौ भिन्‍न-भिन्‍न मात्राओं में अनुपात वही है जो संगत किलोमीटरों में है, अत; *- 
| 48 : 20-432 : « 


. इस समानुपात से, » का मान ्ज या 80 प्राप्त होता है। 
अतः, 20 लीटर पेट्रोल में कार 80 किलोमीटर चलेगी। 
उदाहरण 7: बिजली का एक खंभा 24 मीटर ऊँचा है और उसकी छाया 20 मीटर है। समान 
स्थितियों में, उस पेड की ऊँचाई ज्ञात कीजिए जिसकी छाया 5 'मीटर है। 
हल: स्पष्ट है कि यह अनुक्रमानुपात की स्थिति है। 
माना कि पेड की ऊँचाई » मीटर है। 


क 24 : ४ 20 : 5 
या 24 » 5 & 20 +८ ५ 
या ' 20% < 360 
या ' # 8 


अर्थात्‌ पेड की ऊँचाई 8 मीटर है। 


उदाहरण 8: एक रेलगाड़ी -- घंटे में 95 किलोमीटर की दूरी तय करती है। यह मान कर 


कि रेलगाडी की चाल एकसमान रहती है, ज्ञात कीजिए उसी गाडी को 266 किलोमीटर की 
दूरी तय करने में कितना समय लगेगा। 


४७६, शाजिल 

!. सहज बुद्धि कहती हे कि चूँकि चाल एकसमान हैं, अत; जितनी अधिक दूरी यात्रा में 
होगी, समय भी उतना ही अधिक लंगेगा। इसलिए ये दोनों राशियाँ एक दूसर से अनुक्रमानपाती 
विचरण में हें, और इसीलिए 5 

तय की हुई दूरी -/ (लिया गया समय) 
जहाँ & कोई धनात्मक संख्या है। हम जानते हैं. कि 75 मिनट में 95 किमी की दूरी तंय होती. है। 
अत:, अवश्य ही 
95 >> ६» 75 
हा 95 
ह का 
95 

इसलिए, 266 ग्ट (लिया गया समय) 


2669८75 
या लिया गया समय < न्क 
-2]0 


इस प्रकार, 266 किमी की दूरी 20 मिनट, अर्थात्‌ 3 घंटे 30 मिनट में तय की जाएगी। 





>असाआल१५ लक; -लंकएनस-५00५+०७० >> 


खली 5.7 
4. निम्न सारणी में यदि « और » एक दूसरे के साथ अनुक्रमानुपाती विचरण में हैं, तो रिक्त 


स्थानों की पूर्ति कीजिए 





() 


(0) 











अनुकमानुफ्ती तथा व्यकक्रमानपात्ती खिवरण . ॥>7 
2, हाइड्रोजन गैस से गो एक गुब्बारे द्वार ऊँचा उठना समय के साथ अनक्रमानपाती है। 
मिम्न सारणी में गुब्यारे के समय और ऊँचाई (मीटरों में) के बारे में कुछ प्रेक्षण दिए जा 

रहे हैं। इस सारणी में रिवत स्थानों की पूर्ति कीजिए। 


समय (मिनटों में) कर | 3 


गुब्बारे की ऊचाई (मीटरों में) 


3. समान मूल्य की 5 टिकटों का मूल्य 8 रु है। 36 रु में उसी मूल्य की कितनी टिकटें 
खरीदी जा सकती हैं? 


4, एक मशीन 5 घंटे में [20 औजारों को काटती है। 20 घंटे में वह कितने औजार काटेगी? 





5. 000 रु की बिक्री पर एक एजेंट 73 रु का कमीशन प्राप्त करता है। 00 रु की बिक्री 
एर उसे कितना कमीशन मिलेगा? 

6, 5 बच्चों के प्रत्येक समूह के लिए पार्टी में मृदु पेय की 8 बोतलें दी जाती हैं। यदि पार्टी 
में 40 बच्चे उपस्थित हों, तो कितनी बोतलें दी जाएँगी? 


7, यदि कागज के 500 पश्नों की मोटाई 3.5 सेमी है, तो इस कागज के 275 पत्रों की मोटाई 
ज्ञात कीजिए। 

8. यदि एक विशेष प्रकार की 93 मी लंबी प्लास्टिक शीट का मूल्य 395 रु है, तो इसी 
प्रकार की 05 मी लंबी प्लास्टिक शीट का क्‍या मूल्य होगा? 


9, सलमा आधा घंटे में 540 शब्दों को टाइप करती है। 6 मिनट में बह कितने शब्द टाइप 
करेगी? 


5.3 व्यत्कमानपाती विद्वसण| 


हमने देखा कि अनुकमानुषाती विचरण की स्थिति में राशियाँ उसी अनुपात में साथ-साथ बढ़ती 
या घटती हैं। कभी-कभी एक शशि के बढ़ने से दूसरी राशि घटने लगती है और पहली के 
घटने पर दूसरी में संगत वृद्धि हो जाती हैं। उदाहरण के लिए, यदि 4 व्यक्ति एक काम को 
6 दिन में कर सकते हैं और यदि हम इस काम पर एक ही व्यक्ति लगाएँ, तो वह इसे करने 
में चौगुना समय लगाएगा। दूसरे शब्दों में, एक व्यक्ति इस काम को 24 दिन में करेगा। इसी 
प्रकार, ।, 2, 4, 6, 8 या ॥2 व्यक्ति इस काम को करने में जितने दिन लगाएँगे 


।2:... गागित 
वह नीचे की सारणी में दिए गए हैं; सा 
द 6_| 8 | [2 
द आल कह. 
इस प्रकार, जैसे-जैसे काम पर लगाए गए. व्यक्तियों की संख्या बढ़ती है, वैसे-वैसे ही लगने 
वाले दिनों की संख्या कम होती जाती है। इसे ऐसे भी कहा जा सकता है कि जैसे-जैसे 
व्यक्तियों की संख्या घटती है, दिनों की संख्या बढ़ती है। 
अनुक्रमानुपाती विचरण की दशा में हमने देखा कि प्रत्येक पंक्ति के किन्‍्ही दो पदों 
(अर्थात्‌ एक राशि के दो मानों) में अनुपात ठीक वही था जो दूसरी पंक्ति के (दूसरी राशि 
के मानों) संगत पदों में था। आइए, देखें कि यहाँ क्‍या हो रहा है। उपरोक्त सारणी में पहली 
पंक्ति के दूसरे और तीसरे पदों का अनुपात 2 : 4 लीजिए। दूसरी पंक्ति के संगत पदों 2 और 
6 का अनुपात 4 : 2 है। इसी प्रकार, पहली पंक्ति के दूसरे और अंत्तिम पदों में अनुपात 
2 : 2 है, जबकि दूसरी पंक्ति के संगत पदों का अनुपात 2 : 2 है। आप क्या देखते हैं? 
अन्य युग्मों को भी जाँचिए। क्या आप देख रहे हैं कि प्रत्येक बार अनुपात एक दूसरे के 
व्युत्क्रम हैं? ध्यान दीजिए कि इसका आशय है कि दो राशियों के मानों का गुणणफल अचर 
' है। उदाहरणब:, उपर्युक्त सारणी में | ५८24-23 25-4 96 < . .. 5& (माना) है। 
दो राशियाँ » और » एक दूसरे के साथ -व्युत्क्रमानुपाती विचरण (॥६/5 शाटाए्टा)) करती हैं, 
यदि किसी अचर धनात्मक संख्या £ के लिए इनके बीच .५४-& जैसा संबंध हो। 
इस बात को हम ऐसे भी कह लेते हैं कि » » के साथ और » » के साथ व्युत्क्रमानुपाती 
विचरण करता है। ध्यान दीजिए कि यदि ५४-# हो और या « के मानों «, », के लिए » 
के संगत मान », », हों, तो 
2,» 5», », (८४) होगा, जिससे कि 


2४ मन 


22 4] 









'याद्‌ कीजिए अनुक्रमानुपाती विचरण की दशा में हमें '-- -£ जेसा संबंध प्राप्त हुआ था। 


(हिरण 9: लड॒कियों के एक छात्रावास में 50 लड़कियों के लिए 40 दिन की भोजन 
सामग्री है। यदि 30 और लड़कियाँ इस छात्रावास में आ जाएँ, तो भोजन सामग्री कितने दिन 
चलेगी? " 


अनुक्रमानुपाती तथा व्युत्क्रमानुपाती विचरण . ]29 
हलः लत दीजिए कि लड़कियाँ जितनी अधिक होंगी, भोजन सामग्री उतने ही कम दिन 
चलेगी। इसलिए यह ब्युत्क्रमानुपाती विचरण हुआ। लड़कियों की संख्या क्रमशः 50 तथा 
(50 + 30 5) 80 है। जब लड़कियाँ 80 हो जाती हैं, तब यदि भोजन सामग्री » दिन चले, 
तो निम्न सारणी बनेगी: 

लड़कियों की सख्या 


दिनों की सख्या 
चूँकि विचरण व्युत्क्रमानुपाती है, अतः 
50 » 40 5 80 ८ ५ 
यहाँ से » का मान 25 प्राप्त हुआ। 
अतः, भोजन सामग्री 25 दिनों तक चलेगी।. 


उदाहरण 0: तापमान स्थित रहे तो किसी गैस का आयतन दबाव की तुलना में व्युत्क्रमानुपात 
में विंचरण करता है। यदि गैस का आयतन 270 मिमी दबाव पर 840 .घन सेमी हो, तो 3]5 
मिमी के दबाव पर गैस का आयतन ज्ञात कीजिए, यदि यह मानकर चलें कि गैस का तापमान 
समस्त प्रयोग में स्थिर रहता है। 
हल: यहाँ आयतन और दबाव व्युत्क्रमानुपात में विचरण करते हैं। मान लीजिए कि आयतन 
» घन सेमी है। तब, 

270 » 840 5 35 »८ 

2702840 _..०0 
35 


अर्थात्‌ 335 मिमी के दबाव पर गैस का आयतन 720 घन सेमी है। 








या जे वर 


5.4 समय और कार्य, समय और दूरी 

हमने देखा है कि समय और कार्य, समय और दूरी के प्रश्नों को हल करने में अनुक्रमानुपाती 
विचरण और व्युत्क्रमानुपाती विचरण की संकल्पनाएँ बहुत उपयोगी हैं। अब हम समय और 
कार्य तथा समय ओर दूरी पर कुछ और प्रश्न हल करेंगे। 


उदाहरण 44: 48 किलोमीटर प्रति घंटा की चाल से चल कर एक कार कोई दूरी 0 घंटे 
में तय करती है। उसकी चाल को कितना बढ़ा दें कि वह इसी दूरी को केवल 8 घंटे में तय 
कर ले? 


830_ गणित 
हल: माना कि दूसरी दशा में कार की चाल » किलोमीटर प्रति घंटा है। तब निम्न सारणी बनेगी: 





"चाल (किमी प्रति घटा) 


|5> 


ध्यान दीजिए कि चाल जितनी अधिक होगी, समय उतना ही कम लगेगा। अतः, घंटों की 
संख्या और चाल एक दूसरे के साथ व्युत्क्रमानुपाती विचरण करते हैं। अतः, 

]0 »८ 48 ८ है »< ६ 
या  नन्छ0 
अत;, चाल में अभीष्ट वृद्धि « (60 - 48) किमी प्रति घंटा 5 2 किमी प्रति घंटा 
उदाहरण 2: [648 व्यक्ति किसी पुल को बनाने में कितने दिन लगाएँगे, यदि 72] व्यक्ति 
उसी पुल को 48 दिनों में बना सकते हैं? 


हल: मात लीजिए पुल बनाने के लिए अभीष्ट दिनों की संख्या £ है। तब पुल बनाने की उचित 
सारणी निम्न बनेगी : 


दिनों की संख्या 





आवश्यक व्यक्तियों की सख्या 


स्पष्ट है कि जितने अधिक व्यक्ति लगेंगे, पुल भी उतना ही जल्दी बनेगा। इसलिए दिनों की 
संख्या और व्यक्तियों की संख्या एक दूसरे के साथ व्युत्क्रमानुपाती बिचरण में हैं। 


हम निम्न समानुपात पाते हैं 
648 : 72] ० 48 : 


(दूसरे अनुपात के पदों को व्युत्कम ढंग से लिखने पर, अर्थात्‌ 48 : 5 को £: 48 के स्थान 
पर लिखने पर।) 





या 72[ >< 46 < ]048 २६ ५ 
729> 46 
या हि. सं ०-- --- 
648 


अर्थात्‌ 4648 व्यक्ति 2। दिन में कार्य पूरा कर सकेंगे। 


अनुक्रमानुपाती तथा व्युत्कमान॒पाती विचरण ॥3] 
उदाहरण १3: 35 मी लंबी एक रेलगाड़ी 54 किमी/घंटा की चाल से जा रही है। एक खंभे 
को पार करने में उसे कितना समय लगेगा? 
हल: गाड़ी का लंबा मांटर में दी हुई ह। अत: हम उसकी चाल को मी/सेकंड में बदल लेंगे। 

54 क्रिमी - 54000 मी 
। घंटा. 5 3600 सेकंड 
5 
गत% चाल मी/सेकंड -5 मी/सेकंड 


खंभे को पार करने में रेलगाड़ी को अपनी लंबाई के बराबर, अर्थात्‌ 35 मी दूरी पार करनी 
पड़ेगी। मान लीजिए अभीष्ट समय « सेकंड ह। हमें निम्न सारणी प्राप्त होती हैः 





स्पष्टत:,. यह अनुक्रमानुपाती विचरण की स्थिति हें 


हे [5 55 

अत: , का 
3]5 

या टन आस 
(5 


अत, खंगा पार करये से सलगादो देने 54 प्यार उपेगा 
उदाहरण ॥4: एक टेंपो 36 किमी/घंटा,की चाल से चलता है। 20 सेकंड में वह कितनी दूरी _ 
चलेगा? 
हल: 36 किमी 5 36000 मी 
| घंटा 5 3आ0 सेकंड. 
मान लीजिए कि अभीष्ट दूरी # मी है। अतः, हमें निम्न सारणी प्राप्त होती हे: 


नियत न्‍ न + 


समय (सेकंड में) | 3600 











832. गणित 
यह अनुक्रमानुपाती विचरण की स्थिति है। 
3600 _ 20 





36000. ४ 
20»36000 
या गम अ 22023 4 22078 
के हु 3600 


इस प्रकार, 20 सेकंड में पार की गई दूरी 200 मीटर है। 

गदाहरण ॥5: 50 किमी / घंट की चाल से चलकर एक रेलगाड़ी किसी दूरी को 3.5 घंटे में पार 
कर लेती है। उसी दूरी को 80 किमी / घंटा की चाल से चल कर रेलगाड़ी कितने समय में तय करेगी? 
हल; माने लीजिए कि अभीष्ट समय .६ घंटा है। हमें निम्न सारणी प्राप्त होती है 


चाल (किमी/घंटा में) 


लिया 






| 
ना 
र्ज् 
| 
पे 

| 
पु: 
दल 

| | 
| 





स्पष्टत:, यह व्युत्क्रमान॒ुपाती विचरण की स्थिति है। 
अत:,._ 60%3.5 - 80» + 
60%3.5 2] 5 
या हि व जपयपपदेयणए: + भैया +« थे कर 
80. 8 8४ 


| 


अत:, 80 किमी / घंटा की चाल से वहीं दूरी तय करने में रेलगाड़ी 2 > अंटे लेगी। 


०० | 


प्रश्नावली 5.2 
4. निम्नलिखित में से कौन-सी राशियाँ व्युत्क्रमानुपाती विचरण करती हैं? 
0) (2.00 रु में खरीदी जा सकने वाली पेंसिलों की संख्या » तथा इनका प्रति पेंसिल 
मूल्य » । (इस स्थिति में पेंसिलों का मूल्य 25 पैसे का कोई गुणज मान लीजिए) 
(0) एक दीवार बनाने पर लगाए गए व्यक्तियों की संख्या « ओर दीवार बनने में लगने 
वाला समय » । 
६) बस से की गई यात्रा की दूरी & और टिकट का मूल्य » । 
2, ८ और »एक दूसरे के साथ अनुक्रमानुपाती विचरण करते हैं। जब ॥ < 0 है, तो 9 « 
5 है। ॥ और » के संगत मानों के लिए, निम्न में से कौन-सा युग्म संभव नहीं है? 
0) 2 और 3 (0) 8 और 2 
60) 5 और 20 (69५) 25 और 37.5 


0, 


॥॥, 


42, 


अनुक्रमानुपाती तथा व्युत्कमानपातों विचरण . 53 
४ और ५» एक दूसरे के साथ व्युत्क्रमानुपाती विचरण करते हैं। जब «- 0 है, तो 
५-0 हैं। निम्न में से कौन-सा युग्म . और » के संगत मानों क॑ लिए संभव नहीं है? 
0) 2 और 5 () 5 और 4 
(॥) 25 और 2.4 | 6५) 45 और ।.3 


एक रेलगाड़ी 50 किमी / घंटा की औसत चाल से चल रही है। [2 मिनट में बह कितनी 
दूरी तय करेगी? 


एक साइकिल सवार 6 किमी / घंटा की औसत चाल से चल कर 9.5 किमी की दूरी 
को कितने समय में तय कर लेगा? 


एक कार को 35 किलोमीटर को दूरी तय करने में 0 लीटर पेट्रोल की आवश्यकता 
होती है। 2/6 किलोमीटर की दूरी तय करने में कार को कितने पेट्रोल की आवश्यकता 
होगी? 


एक बैलगाड़ी 8 किमी की दूरी 472- घंटे में तय करती है। बैलगाड़ी की औसत चाल 
ज्ञात कीजिए। 


बीस पंप एक हौज को ॥2 घंटे में खाली कर सकते हैं। ज्ञात कीजिए कि ऐसे 45 पंप 
उस हौज को कितने समय में खाली करेंगे। 


800 व्यक्ति एक भवन का निर्माण 40 दिन में कर सकते हैं। ज्ञात कीजिए कि उसी 
भवन को 24 दिन में बनाने के लिए कितने व्यक्ति चाहिए। 


खाने की वस्तुओं का एक भंडार 500 व्यक्तियों के लिए 8 सप्ताह के लिए पर्याप्त है। 
वही भंडार 400 व्यक्तियों के लिए कितने दिनों के लिए पर्याप्त होगा? 
शालू 2 किमी / घंटा की औसत चाल से साइकिल पर स्कूल जाती है। वह 20 मिनट 


में स्कूल पहुँच जाती है। यदि वह ]5 मिनट में स्कूल पहुँचना चाहे, तो उसकी औसत 
चाल क्या होनी चाहिए? 


एक दुकानदार के पास ठीक इतनी राशि हे कि वह इससे ऐसी 52 साइकिलें खरीद 
सकता है जिनमें से प्रत्येक का मूल्य 525 रु है। यदि साइकिल का मूल्य 2.00 रु प्रति 
साइकिल बढ़ जाए, तो उसी राशि से वह कितनी साइकिलें खरीद पाएगा? 
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5, 


6, 


48. 


(१9. 


20, 


गणित 
एक ठेकेदार ने एक क्रीडांगन के कुछ भाग को ० महीने मे पूरा करने का ठेका लिया। 
उसके पास 560 मजदूर थे। उससे कहा गया कि वह इस काम को 7 महीने में 
समाप्त कर दे। उसको कितने और मजदूर काम पर रखने पड़ेंगे? 


निम्न सारणी में दबाव और आयतन के आँकडे दिए गए हैं, जो स्थिर तापमान पर किसी 
गेस पर लिए गए हें: 


व्यात इवानआ 
॥ हा गा र का 


यह मानते हुए कि / ७ के साथ व्युत्क्रमानुपाती विचरण करता है, उपरोक्त सारणी में 
रिक्त पदों को ज्ञात काजिए। 










निम्न सारणी में, अचर दबाव रखकर, आयतन ७ और निरपेक्ष तापमान "' के प्रक्षेण दिए 


गए हैं; 
हि कल 






आयवन (५) 


निरपेक्ष तापमान (7) |- [- | 750 
यह मानकर कि ७५.7 के अनुक्रमानुपाती है. उपरोक्त सारणी में रिक्त पदों को ज्ञात 
कीजिए। 


50 व्यक्ति किसी कार्य को 8 दिन में कर सकते हैं। उसी कार्य को 75 व्यक्ति कितने 
दिन में कर सकेंगे? 





, यदि 6 त्यातित शहद गाल्णव शें शिक्तती हो लाश शाहि स्ताएओे णें ” दिन ह्गाते हों. लो ?। 


व्यक्ति इसी काम को कितने दिन में कर लंग? 


8 घंटे प्रति दिन लिखकर अनु एक पुस्तक की प्रति 8 दिन में बना लेती है । इस काम 
को 2 दिन में समाप्त करने के लिए उसे कितने घंटे प्रति दिन लिखना पड़ेगा? 


270 मीटर लंबी एक मालगाड़ी 40.5 किमी/घंटा की चाल से जा रही है। वह एक पेड 
को कितनी देर में पार कर लेगी 


एक रेलगाड़ी 36 किमी / घंटा की चाल से चल रही है। यदि वह एक खंभे को 25 


सेकंड में पार कर जाए, तो उसकी लंबाई ज्ञात कीजिए। 


अनुक्रयामपाती तथा व्युत्कमानुपाती घिचरण . [35 


लंबी रेलगाडी ७ ण्द पु 7 ५ 
2. 450 मी लंबी एक ही एक खंभे को 22 द सेकंड में पार कर जाती हैं। गाड़ी को 


22. 


23, 


| 


न हे 


क्र 


चाल किमी/घंटा में ज्ञात कौजिए। 
250 मी लंबी एक रेलगाड़ी 55 किमी / घंटा की चाल से चल रही है। 520 मी लंबे 
एक प्लेटफार्म को वह कितने समय में पार कर लेगी? 

[केत: रेलगाड़ी द्वारा प्लेटफार्म को पार करने में चली दूरी - रेलगाड़ी की लंबाई + 

प्लेटफार्म की लंबाई] 

एक रेलगाड़ी 80 किमी / घंटा की चाल से चल कर 4.5 घंटे में कुछ दूरी को पार कर 
जाती है। उतनी ही दूरी को 3 घंटे में पार करने के लिए रेलगाड़ी की चाल क्या होनी 
चाहिए? 


(काका कक "५५ & को घट ता जग ताकत पलगग। कला जान नव का ता ५४ कान तय जप चतकघ कतवितिय न पतन कल «तक मनन मा जज नस धारा एप फी पक फल िपिगणक कटप्पा ४ हक 8५ नहा का पान भननगल तिलक तन कप चन कक पत राग तप एज भवन किए 777० ००५०० - ० 


याद रखने योग्य बातें 


दो राशियों « और » को एक दूसरे के साथ अनुक्रमानुपाती विचरण में कहते हैं, 
यदि वे इस प्रकार एक साथ बढ़ें (घटें) कि इनके संगत मानों का अनुपात अचर 


कट 


रहे। दूसर शब्दों में, « ओर » का विचरण अनुक्रमानुपाती होता है, थदि -- <# हो, 


जहाँ £ कोई धनात्मक अचर संख्या है। 


थ्ट हे 


दो राशियों » और » को एक दूसरे के साथ व्युत्क्रमानुपाती विचरण में कहते हैं, 
यदि » के बढ़ने से » इस प्रकार घटे (और विलोमत: भी) कि इनके संगत मानों 
का गुणनफल अचर रहे। अर्थात्‌ ५ और & व्युत्क्रमानुपावी विचाम करो हैं, बदि 
५ ८ / हों, जहाँ / एक धनात्मक अचर संख्या है। 


समय, दूरी और चाल के बीच निम्न संबंध है: 


द्री 
समय 


चाल ५ 








6,] भूमिका 

छठी कक्षा में, आपने प्रतिशतता के बारे में सीखा था। स्मरण कौजिए कि वह भिन्‍न जिसका हर 
00 है, प्रतिशत कहलाती है। प्रतिशत (९ <्थ्वा) लैटिन शब्द (९/८्शा॥॥ की संक्षिप्त रूप 
है, जिसका अर्थ है 'प्रति सैकड़ा' या 'सौवाँ भाग' और इसे प्रतीक % से दर्शाते हैं। 


0 ] 
लक --- -< ]0% 
इस प्रकार ॥त 0 > शत्त 0% 


23 23/2. 46 

507 9४2 9 “?“छ 
इस अध्याय में. हम प्रतिशत के कुछ और प्रश्न हल करेंगे। प्रतिशत की संकल्पना का हम लाभ 
और हानि के प्रश्नों को भी हल करने में उपयोग करेंगे। इसके बाद, हम साधारण ब्याज, समय, 
ब्याज की दर और मूलधन के एक सूत्र से भी अवगत कराएँगे और सूत्र पर आधारित प्रएनों 
को हल करेंगे। 
6.2 प्रतिशत पर कुछ प्रश्न 


40% 


कक्षा छः: में, हम प्रतिशत पर कुछ प्रश्नों को हल करना, पहले से ही सीख चुके हैं। इसी अध्ययन को 
जारी रखने और इसमें अधिक विस्तार से जाने के लिए हम कुछ और उदाहरण लेते हैं। 
उलाहरण ॥: किसी संख्या का 23%, 46 है। वह संख्या बताइए। 
हल: गाना संख्या + हैं। 
 # का 23% < 46 


या ला >35-46 
00 * 


प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग. ॥37 


कि 46> 000 
या 3 





200 


अत:, वह संख्या 200 हे। 
उदाहरण 2: एक परीक्षा में नीता ने 372 अंक प्राप्त किए। यदि उसे 62% अंक प्राप्त हुए 
हों, तो अधिकतम अंक ज्ञात कीजिए! 
हल: मान लीजिए अधिकतम अंक < हैं। 
नीता के अंक ८ का 62% 
“नीता ने 372 अंक प्राप्त किए। 
» का 62% - 372 
02% 
00 


या 


37 
या क्र 'हढ्वू00 6500 


अतः, अधिकतम अंक 600 हैं। 

उदाहरण 3: एक चुनाव में एक उम्मीदवार को कुल वैध मतों का 60% प्राप्त हुआ। कुल 
मतों के 45% अवैध घोषित हुए। यदि कुल मतों की संख्या 500000 हो, तो उम्मीदवार के 
पक्ष में डाले गए वैध मतों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


हलः अवेध मतों को कुल संख्या -500000 का 5% 


॥ 
न्पत 2300000 ८5 75000 


डाले गए वैध मतों की कुल संख्या ८ 500000-75000 
- 425000 
उम्मीदवार के पक्ष में डाले गए वैध मतों का प्रतिशत - 60% 
अत;, उम्मीदवार के पक्ष में डाले गए बैध मतों की संख्या 
5 425000 का 60% 


425000 
00 
- 255000 


अत:, उम्मीदवार के पक्ष में डाले गए वैध मत 255000 हें। 
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गणित 
प्रश्नावली 6.॥ 

राशि & का मान ज्ञात कीजिए, यदि 

60) #&का 3%, 9 रु हो 0) #का व» , 50 रु हो। 

0) #&का 3.4%, 68 रु हो। 

एक व्यक्ति बचत बैंक खाते में 600 रु प्रति माह जमा करता है। यदि यह धन उसकी 
मासिक आय का 5% है, तो उसकी मासिक आय ज्ञात कीजिए। 

गोवांग पूरे वर्ष में 276 दिन पाठशाला गया। यदि उसकी पाठशाला में उपस्थिति 90% 
रही हो, तो ज्ञात कीजिए कि इस पूरे वर्ष में पाठशाला कुल कितने दिन खुली। 

एक नगर की जनसंख्या प्रति वर्ष 5% बढ़ जाती है। वर्ष 999 से वर्ष 2000 तक 
जनसंख्या 8820 बढ़ी। नगर की जनसंख्या 999 में क्‍या थी? 

एक परीक्षा में सुधा ने 504 अंक प्राप्त किए। यदि उसे कुल अंकों के 63% अंक प्राप्त 
हुए हों, तो कुल अंक ज्ञात कीजिए। 

किशन अपनी आय का 30% भोजन पर व्यय करता हैं और अपनी आय का 3% 
एक धार्मिक संस्था को दान दे देता है। एक विशेष महीने में उसने इन दोनों मदों पर 
230 रु व्यय किए। उसकी उस महीने की कुल आय ज्ञात कीजिए। 

किसी पाठशाला में विद्यार्थियों की संख्य। में 8% की बढ़ोतरी हुई। यदि विद्यार्थियों की 
संख्या में हुई कुल बढ़ोतरी 60 हो, तो पाठशाला में विद्यार्थियों की मूल संख्या ज्ञात 
कौजिए। बढ़ने के पश्चात्‌ विद्यार्थियों की कुल संख्या भी ज्ञात कीजिए। 
किसी पाठशाला में 60% विद्यार्थी लड॒कियाँ हैं। यदि पाठशाला में कुल लड़कियों की 
संख्या 690 हो, तो प.ठशाला में कुल विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कीजिए। पाठशाला में 
लड़कों की संख्या भी ज्ञात कीजिए। 
एक फुटबाल टीम ने एक वर्ष में जितने मैच खेले, उनके 40% जीत लिए। यदि वह टीम 
कुल ॥2 मैचों में हारी और कोई भी मैच अनिर्णीत (ड्रा) नहीं रहा, तो ज्ञात कीजिए कि 
उसने पूरे वर्ष में कुल कितने मैच खेले। 

[संकेत: मैच हारे - कुल मैचों का (00 - 40)%] 
किसी विशेष दिन पाठशाला के कुल विद्यार्थियों के 80% विद्यार्थी पिकनिक पर नहीं 
गए। यदि 240 विद्यार्थी पिकनिक पर गए, तो उस पाठशाला में कुल विद्यार्थियों की 
संख्या ज्ञात कीजिए। 


(चित! पथ उशिके अनुपजोर्ग.. 43 
$3 लाभ और हानि 
पिछली कक्षाओं में आपने लाभ और हानि के संबंध में पढ़ा है। यदि किरी वम्णु का शिक्रय 
मूल्य (वि.मू, या 5.2) उसके क्रय मूल्य (क्र.मू. या 0.0) से अधिक है, तो हम कहते हैं 
कि लाभ (#/०॥) हुआ है। इसके विपरीत यदि विक्रय मूल्य, क्रय मूल्य से कम है, तब हम 
कहते हैं कि हानि (7055) हुई है। 
इस प्रकार, 
लाभ - वि.मू. - क्र.मू., यदि वि.मू, > क्र.मू. 

ह हानि - क्र.मू, - वि.मू., यदि क्र.मू. > वि.मू, 
यह ध्यान देने योग्य है कि वस्तुओं को खरीदने के लिए दाम के अतिरिक्त फुटकर विक्रेता 
को माल ढोने, दुकान का किराया इत्यादि पर भी व्यय करना पड़ता है। ये सभी व्यय उपरिव्यय 
(०००४) नामक शीर्षक के अंर्तगत आते हैं और वस्तु के क्रय मूल्य का | ० नाग 
होते हैं । माना कोई फुटकर विक्रेता 3 दर्जन क्रिकेट की गेंदें 8। रु में मोल लेता है और उसे 
9 रु माल ढोने के देने पड़ते हैं। इस प्रकार, क्रिकेट की तीन दर्जन गेंदों का वास्तविक क्रय 
मूल्य 90 रु होगा। 
अतः, क्रय मूल्य में उपरिव्यय भी सम्मिलित किया जाता है। 

मान लीजिए कोई दुकानदार एक कूलर को 2200 रु में मोल लेकर उसका टी% कराने 
में 300 रू व्यय करता है। वह उसे 3000 रू में बेच देता है। इस प्रकार, उसे 
(3000 - 2500) रु ७ 500 रु का लाभ होता है। इसके विपरीत यदि वह कूलर को 2200 
रु में बेचता है, तो उसे (2500 - 2200) रु 5 300 रु की हानि होती है। 

क्योंकि लाग या हानि सदेव पहली लागत (अर्थात्‌ क्रग हुये 7, पाया 


शामिल है) पर होती है, इसलिए प्राय: लाभ या हानि को क्र.मू. के प्रतिशत के रूप में प्रदर्शित 
करते हैं। इस प्रकार, यदि कूलर को 3000 रु में बेचा जाए, तो दुकानदार का लाभ 


500 
| पा >< (00% ] या 20% होगा। 





300 
इसी प्रकार, यदि कूलर को 2200 रु बेचा जाए, तो दुकानदार को ॥ 


>८]()0 2५% 
2500 रच कह 


की हानि होगी। 


40.._ गणित 


इस प्रकार, हम देखते हैं: 








लाभ 

लाभ प्रतिशत < %00 
हानि 

और रे पा ><८00 
और हानि प्रतिशत - क्र्मू 


आइए, अब कुछ उदाहरण लेकर इनको स्पष्ट करें। 
उदाहरण 4: पक फुटकर विक्रेता एक घड़ी को 335 रु में खरीदता है और घड़ी के फीते 
को 5 रु और व्यय करके महंगे फीते से बदल देता है। यदि वह घड़ी को 400 रू में बेचे, 
तो उसका लाभ या हानि प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 
हल: ए फीते सहित घड़ी का क्रय मूल्य 335 रु + 5 रू 5 350 रू 
घडी का वि.मू, ८ 400 रु 
लाभ - (400-350) रू 5 50 रु (वि.मू. > क्र.मू ) 


50 2 
लाभ प्रतिशत - हल 00] शक 


अतः लाभ 5८4-% 


उदाहरण 5: कसी साइकिल को 536 रु में बेचने पर गुरदीप को 20% की हानि होती है। 
साइकिल का क्रय मूल्य ज्ञात कीजिए। 
हल; विमू ८ 536 रु, हानि 5 20% 
माना क्रय मूल्य - 00 रु है। 
अतः, हानि - 00 रु का 20%- 20 रु 
वि.मू. ८ 00 रु - 20 रु5 80 रु 
यदि वि.मू. 80 रु है, तो क्र.मू, 00 रु है। 


यदि वि.मू. 536 रु है, तो क्र.मू. >८] 536] 


- ]920 रु 
इस प्रकार, साइकिल का क्रय मूल्य 920 रु है। 


बविशनता शर्म उसके अमृपरयोग ॥5] 
उद्दाहरण 6: देवी ने एक मकान 452000 रु में खरीदा और उसे ठीक कराने में 28000 रु 
व्यय किए। उसे मकान को 468000 रु में बेचना पड़ा। उसका लाभ या हानि प्रतिशत ज्ञात 
कौजिए। 
हल: क्रय मूल्य में उपरिव्यय भी शामिल है। 
अतः, क्र.मू, < (452000 + 28000) रु 
480000 रु 

विक्रय मूल्य - 468000 रु 
चूँकि वि.मू, < क्र.मू,, अत; हानि > क्र.मू - किम. 
480000 रु - 468000 रु 


॥ 





- ]2000 रु 
2000 5 
१ - >> बन 
हानि क < ऋण ००] न्‍ 
5 
अत;, हानि त्उ5 । 


जन 


उदाहरण 7: हरीश ने एक पुराना टाइपराइटर 200 रु में खरीदा और 200 रु उसे ठीक 
कराने में व्यय किए। उसने उसे 680 रु में बेचा। उसका लाभ या हानि ज्ञात कीजिए। उसका 
लाभ या हानि प्रतिशत क्‍या है? 
हल: टोंक कराने के बाद टाइपराइटर का क्र.मू, >(200 + 200) रु 
+ 400 रू 
वि.मू - 680 रु 
चूँकि वि.मू, > क्र.मू,, अतः लाभ > वि.मू. - क्र.मू. 
+ 680 रु - 400 रु 
- 280 रु 


3038 ><८00 





॥ 


पुन, लाभ प्रतिशत 


+ मम. 


5 0000< 20 
4400 


लाभ - 20% 


।4४ 


साणजत 


उदाहरण 8: किसी कोट को 630 रु में बेचने पर दुकोनदार को 5% का लाभ होता है। कोट 
का क्रय मूल्य ज्ञात कौजिए। 


जुल; न वटि.म. ८ 650 रू, लाभ 5% नथा क्र.मू 5 ? 
व चलर।- | जज सूप 0७ क# ह। 
लाभ ८ 5 रु 


] 


2, 


3. 


कोट का वि.मू, ७ 05 रु 
यदि कोट का वि.मू. 05 रु है, तो क्र.मू. < 00 रु 
00 


यदि कोट का वि.मू, । रु, तो क्र.मूं. « न 


दर 00 
यदि कोट का वि.मू. 630 रु है, तो क्र.मूं. - पहल के 
-< 600 रू 


अत:, कोट का क्र-मू. 600 रु है। 


रन « कलक दन-+पभा- 3» जन 


प्रश्नावली 6.2 
निम्न तालिका की पूर्ति कीजिए (जहाँ संभव हो): 


जल 
) ठ/0 रू १0 रू 

जज 8 3॥७ रु | - की प्कि 
जिन उस जय दिल्‍यआ 
ग़ह्य ग्रम्तक विक्रेता ने एक पुस्तक को 5 रु में खरीदा और उसकी जिल्द कराने में 
5 रू व्यय किए और फिर उसने पुस्तक को 24 रु में बेचा। उसका लाभ प्रतिशत ज्ञात 
कोजिए। 

जोशी ने एक पुरानी कार 70000 रु में खरीदी और उसकी मरम्मत और पेंटिग में 
5000 रु व्यय किए। उसने बाद में कार को 67500 रु में बेचा। उसका लाभ या हानि 
प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 











भातएएण+ 







0. 


१4, 


१2. 


प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग. ]43 
एक व्यापारी एक कलाई घडी को 225 रु में खरीदता है और उसे ठीक कराने में 
5 रु व्यय करता है। यदि उस घड़ी को वह 300 रु में बेचता है, तो उसका लाभ 
प्रतिशत ज्ञात कौजिए। 


एक फुटकर विक्रेता 200 रु में एक कूलर खरीदता हे ओर उसकी ढुलाई पर 40 रु 
व्यय करता है। यदि वह कूलर को 550 रू में बेचे, तो उसका लाभ प्रतिशत ज्ञात 
कीजिए। 

करीम ने 20 रु प्रति दर्जन के हिसाब से 50 दर्जन पेंसिलें खरीदीं। उसका उपरिव्यय 
200 रु था। उसने प्रत्येक पेंसिल 2.40 रु के हिसाब से बेच दी। उसका लाभ या हानि 
प्रतिशत ज्ञात कीजिए। 


990 रु में एक मेज को बेचने पर व्यापारी को 0% का लाभ होता है। मेज का क्रय 
मूल्य ज्ञात कीजिए। 

जॉन ने एक टी.वी. 0240 रु में बेच कर 20% की हानि उठाई। टी.वी. का क्रय मूल्य 
ज्ञात कोजिए। 

एक बालटी को 240 रु में बेचने पर एक लुहार को 20% की हानि उठानी पड़ती है। 
यदि वह उसे 360 रु में बेचे, तो उसे कितना लाभ या हानि होगी? 

हरीश ने एक साइकिल 960 रु में खरीदी और 5% लाभ पर उसे सुब्रामनियम को बेच 
दिया। सुब्रामनियम ने उस साइकिल को मुकुल को 0% लाभ पर बेचा। मुकुल ने 
साइकिल के लिए कितने रुपए दिए? 

एक चादर 50 रु में बेचने पर एक व्यक्ति को 4% की हानि होती है। 20% लाभ प्राप्त 
करने के लिए उसे चादर को कितने रुपए में बेचना चाहिए? 

एक बढ़ई एक स्टूल को 35 रु में बेच कर 0% की हानि उठाता है। 65 रु में बेचने 
पर उसे कितने प्रतिशत का लाभ या हानि होगी? 


6.4 साधारण ब्याज 
कक्षा छः में, साधारण ब्याज के बारे में आप पहले ही पढ़ चुके हैं और आपने इसे ऐकिक 


विधि द्वारा ज्ञात करना सीखा था। अब हम साधारण ब्याज ज्ञात करने का एक सूत्र प्राप्त 
करेंगे। 


[44. गणित 


निम्न उदाहरण पर विचार कीजिए: 
5000 रु पर 3 वर्ष का 5% प्रति वर्ष की दर से ब्याज ज्ञात कीजिए। 
यहाँ ब्याज की दर 5% प्रति वर्ष है। 
इसका अर्थ है; 
]00 रु पर | वर्ष का ब्याज - 5 रु 
] रु पर | वर्ष का ब्याज > जा 
5000%5 हे 
00 
5000%593 
00 
अब मान लीजिए मूलधन 7 है, ब्याज की दर 7२% प्रति वर्ष है और '' वर्षों में समय है। हम 
पहले की तरह, निम्न प्रकार से ब्याज परिकलित करते हैं 
ब्याज की दर २५ प्रति वर्ष है। 


5000 रु पर | वर्ष का ब्याज 


॥ 


5000 रु पर 3 वर्ष का ब्याज ८ 


इसका अर्थ हेः 
00 रु पर । वर्ष का ब्याज ७-२ रू 
का ब्याज ८5 5 
] रु पर | वर्ष का ब्य गा य 
' 7रु पर | वर्ष का ब्याज « सा 
. १00 
एरु पर प वर्ष का ब्याज ] रु ८ मा, 
[00 
इस प्रकार, 


ए> 8८ 
00 
उपर्युक्त सूत्र से, हम यह भी देखते हैं कि 


00>| ]00+>%व ]00+%] 
हि ॥| भर और प्‌ - । 


रत ! एग' एज 
उपर्युक्त सूत्र की सहायता से अब हम कुछ प्रश्न हल करेंगे। 











प्रतिशवता एवं उसके अनुप्रयोग. [45 
(हरण 9: 5000 रु पर 2% प्रति वर्ष की दर से 3 वर्ष का साधारण ब्याज ज्ञात कीजिए। 


हल: ?- 5000 रु, १ - !2, "'-3 वर्ष, [>> 2 
| _ 724२» '' 
४७ ही: 5 कक ४० 
5000::2%<3 रूह शत हे 
00 


उदाहरण 0: ज्ञात कीजिए; 


न | ०. 
0) 5664 रु पर 37% प्रति वर्ष की दर से 9 माह को साधारण ब्याज। 
0) 325 रु पर 5% प्रति वर्ष की दर से 73 दिन का साधारण ब्याज। 


3 55 मा 3 
हल: 0) ए०5664 रु, ८ 37 5 यू+ ८ [छ) वर्ष - [व] वर्ष 
हम पाते हैं: 


_7?»ए>»प' 
.. [00 
5 के 
हे 5664 >< है यु 
00 
5 3 | 
तर - [56645 हक! 6] रु ८ 584.0 रु 


: । छः रे 
() द 7-3]25 रु, १८ !5, " - (5, वर्ष ($) वर्ष 


] 
_ 7+<२ *८' ढ़ 3]25%5% -- हा 
 700 300 


+ 93.75 रु ह 


]46. गणित 


उद्दाहरण १4: किस वार्षिक ब्याज की दर से 500 रु, 3 वर्ष में 605 रु हो जाएँगे? 
हुलः 7? ० 500 रु, ७5605 रु, 7-3 वर्ष, २-? 

हम जानते हैं कि &-?+] (मिश्रधन ८ मूलधन + ब्याज) 

" - 0-7? - 605 रु - 500 रु > 05 रु 

00%. 00)<05 
+ फद्फक उठ 
अतः, ब्याज की दर 7% प्रति वर्ष है। 
उदाहरण १2: कितने वर्षों में 250 रु, 8% वार्षिक साधारण ब्यांज की दर से 330 रु हो 
जाएँगे? 
' हल:यहाँ 7- 250 रु, & 5330 रु, २-३8, प'- ? 
]- (330 - 250) रु ८ 80 रु 
॥> 0020 _ 00%80 _, 
7?>प7२ . 25058 
अतः, अभीष्ट समय 4 वर्ष है। 


] में 
उदाहरण 43: !2> % वार्षिक साधारण ब्याज की दर से कोई धन 4 वर्ष में 2437.50 रु 


हो जाता है। वह मूलधन ज्ञात कौजिए। 
25 
हल: & ८ 2437.50 रु, रि०27 5 >>» 754 वर्ष, 0 - ? 


मान लीजिए मूलधन » रु है। 


25 ] 
तब, साधारण ब्याज ८ | &>< उठ >८4 


लत “पृ 
सि 
2 
अल य 35) 
मि प्र | क्र | रु । ठ ;क्‍ रु 


3 
इस प्रकार, 3, - 2437.50 


प्रतिश्तता प्र्थ उम्चके अनुप्रयोग. 47 
2437.50% 2 
या अस गणय्रिए7 5 625 
अतः, मूलधन 625 रु है। 
उद्याहरण १4: कितने वर्षो में 400 रु पर 4% वार्षिक ब्याज की दर से ब्याज 2 रु होगा? 
हल्ल:यहाँ 7- 400 रु, 7-]2 रु, २-८ 4, 7-? 
7>%00 29%<00 


अमन. लननननननमममम“ंभपामॉन-मन्‍»कनननी.... लिन. >ल्‍लकममन»»»-+3»3»>म»»ननम---+.. सा, 


** ?»२. 4009<:4 
अतः, 4% वार्षिक ब्याज की दर से दो वर्ष में 400 रु का ब्याज 2 रु होगा। 
जाँच: 7 - 400 रु, "'- 2 वर्ष, 7२ - 
79><२ ५८] 400%4>८2 
॥ पा रू- पक्का रू८]2 रु 
जो कि प्रश्न में दिए ब्याज के बराबर है। 


उदाहरण १5: किसी धन पर ब्याज उस धन का >- होता है। ब्याज की दर और समय ज्ञात 


कीजिए, यदि दोनों संख्यत: समान हों। 
हल: मान लीजिए मूलधन - £ रु 
तब साधारण ब्याज < न रु, (२ ८ ?, 7! 5? 
मान लीजिए दर -7% और समय > रे वर्ष है। 
अब, साधारण ब्याज < 2 
/ 700 
6 _ >»< रे > रे 
2577 7७ 
ली 
- ]00 25 
600 40 
3 न ॥ 455 सनम 
3 ।क्‍ की 25 । 5 | 


40 
ए--; 5८३७ 


अतः, दर -> 8% और समय > 8 वर्ष है। 


या 


48.._ गणित 


प्रड़्नानलली &,3 
१. निम्न में से प्रत्येक में अज्ञात राशि ज्ञात कीजिए 


6) मूलधन - 500 रु, वार्षिक ब्याज की दर 5 2%, समय ८ 3 वर्ष, ब्याज - 

() 'मूलधन - 250 रु, वार्षिक ब्याज. की दर 5 4%, समय < 4 वर्ष, ब्याज - 

(0) मूलधन 5 200 रु, समय - 5 वर्ष, वार्षिक ब्याज की दर ८ 6%, ब्याज « 
रा , मिश्रधन 5 ....... 


॥ 


१॥ तर 
67) मूलधन < 600 रु, वार्षिक ब्याज की दर < 0%, समय - दे वर्ष, ब्याज 
., मिश्रथन - ....... 


(९) मूलधन < 280 रु, वार्षिक ब्याज की दर 


] 
4%, समय - श्र वर्ष, ब्याज 


+०+%१+०१०+ 


! 
(णु) मूलधन - 2850 रु, वार्षिक ब्याज की दर 5 3 3 समय ८ 8 माह, ब्याज ८ 
03 
(शं) मूलधन ८ 80 रु, वार्षिक ब्याज की दर - 3%, समय 5 ॥ हर वर्ष, ब्याज > 
मिश्रधन > .,..... ् 
(मां) मूलथन ८ 560 रु, समय .< 73 दिन, वार्षिक ब्याज की दर - ......... 
ब्याज - 4 रु 


| । 
60 मूलधन - 480 रु, समय > 8 माह, ब्याज की दर < 2-० प्रति वर्ष, ब्याज 


४०» 
40252 , मिश्रधन « .......... । 
00 मूलधन > 720 रु, वार्षिक ब्याज की दर - 4%, समय - ........ ब्याज - 72 रु, 
मिश्रधन - ........ ४. 
(0) मूलधन < 500 रु, समय - 3 वर्ष, वार्षिक ब्याज की दर - ........ , ब्याज ८ 


मा , मिश्रधन ८ 6$0 रु । 
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साधारण ब्याज ज्ञात कौजिए, जबकि 

0) मूलधन ८ 800 रु, दर 5 6% वार्षिक और समय - 4 वर्ष। 

0) मूलधन 5 450 रु, दर - 2% वार्षिक और समय - 3 वर्ष 

00 मूलधन ८ 600 रु, दर - 2% वार्षिक और समय ८ 20 माह। 
प्रत्येक स्थिति में मिश्रधन भी ज्ञात कौजिए। 

मूलधन ज्ञात कीजिए, जबकि 

6) साधारण ब्याज - 36 रु, दर ८ 3% वार्षिक .और समय - 3 वर्ष 


न्‍ ' और ] 
(0) साधारण ब्याज ८ 40 रु, दर > 6% वार्षिक और समय - 27 वर्ष। 


(0 साधारण ब्याज - 72 रु, दर 5 3% वार्षिक और समय < 3 माह। 
समय ज्ञात क्रीजिए, जबकि ै 
6) मूलधन ८ 000 रु, दर - 8% वार्षिक और साधारण ब्याज - 200 रु। 


| |. 


] “ 
0) मूलधन 5 640 रु, दर 5 !2-% वार्षिक और साधारण ब्याज 5 40 रु। 


00) मूलधन > 0000 रु, दर - 8% वार्षिक और साधारण ब्याज - 2600 रु 
दर ज्ञात कीजिए, जबकि 
6) मूलधन - 500 रु, साधारण ब्याज - 50 रु और समय < 4 वर्ष। 


. 0) मूलधन 


] 
400 रु, साधारण ब्याज 5 78 रु और समय ८ - वर्ष। 


का) मूलधन 5 700 रु, साधारण ब्याज - 68 रु और समय > 6 माह। 
अनिता ने बचत बैंक खाते में ।000 रु जमा किए। बैंक 5% वार्षिक की दर से ब्याज 
देता है। एक वर्ष के बाद अनिता को कितना +मिश्रधन मिलेगा? 


, 'वीना ने किसी वित्त कंपनी में 7200 रु जमा किए, जो 5% वार्षिक ब्याज देती हे। 4-- 


वर्ष के बाद उसे कितना मिश्रधन मिलेगा? 

विलियम ने 520 रु किसी बैंक में जमा किए। बैंक 8% वार्षिक ब्याज देता है। दो वर्ष 

के बाद विलियम को कितना. ब्याज और कितना मिश्रधन प्राप्त होगा? 

किशंन लाल ने 9% वार्षिक ब्याज की .दर से धन उधार लिया। यदि तीन वर्ष पश्चात्‌ 
* उसने 594 रु ब्याज दिया, तो उधार लिया गया धन ज्ञात कीजिए। 


50 


१0, 


]7. 
2, 
3, 


]4. 


8, 


गणित 


] ] 
अख्तर 0::% वार्षिक ब्याज की दर से कुछ धन उधार लेता है। यदि 27 वर्ष के 


पश्चात्‌ वह 863.75 रु ब्याज देता है, तो वह मूलधन ज्ञात कीजिए। 
0% वार्षिक ब्याज की दर से 4 वर्ष में कोई धन 2520 रु हो जाता है। वह धन ज्ञात कीजिए। 


कोई धन % वार्षिक ब्याज की दर से 2- वर्ष में 2040 रु हो जाता है। वह धन ज्ञात कीजिए) 
कुछ धन 6 वर्ष में साधारण ब्याज की दर से अपने का > गुना हो जाता है। ब्याज की 
दर ज्ञात कोजिए। 

हमीद ने किसी साहूकार से 500 रु उधार लिए। 3 य वर्ष पश्चात्‌ उसने साहूकार को 
2655 रु देकर अपना हिसाब चुकता कर दिया। ब्याज की दर ज्ञात कौजिए। 


में ] ५ 
कितने समय में कोई धन 2-% वार्षिक साधारण ब्याज की दर से अपने से दुगुना हो जाएगा? 
सिंकेतः माना मूलधन 7 है। तब मिश्रधन < 27 


जन 4" कनगनषसनन नन ननिनजनितिए लए है “धनिया *ब्ननानिगशीनाभगननानना। घना नन। नल जान +ल पान चका 


याद' रखने योग्य बातें 


, लाभ 5८ वि.मू. - क्र.मू. (यदि वि.मू. > क्र.मू.) 


हानि - क्र.मू. - वि.मू, (यदि वि.मू. < क्र.मू.) 


, उपरिव्यय क्रय मूल्य में शामिल होता है। 


>++ 
लाभ% - जतज्चा ?00 








 क्रामू 
हानिक - दा %00 
साधारण ब्याज [- >>. 
. [00 '। 


जहाँ 7 - मूलधन, 7९% > वार्षिक ब्याज की दर, ''- समय 


72200 ए-2<00 प्‌ 72>00 
- स्ता. ज्आग' एज 
मिश्रधन - मूलथन + ब्याज 


ज?2+] 








, जहाँ ।, 2२ तथा प' अपने सामान्य अर्थ में हैं 





प्रतिशतता एवं उसके अनुप्रयोग हा 





के झरोरबें 

वाणिज्य और व्यापार के क्रियाकलापों की कहानी उतनी ही पुरानी है, जितनी मानव 
सभ्यता की। सभ्यता के विकास के साथ-साथ व्यक्ति ने समूह में रहना सीखा और 
अदला-बदली (विनिमय) की पद्धति उपयोग में आने लगी। इसने वाणिज्य और व्यापार के 
विचार को आगे बढाया। बाद में, विनिमय के लिए मुद्रा का प्रयोग होने लगा। जिससे व्यापार 
'फलने-फूलने लगा। ईसा से 2450 से 2330 वर्ष पूर्व के मिट्टी के शिलालेखों से इस बात के 
प्रमाण मिलते हैं कि बेबीलोनिया के लोग उस समय बिलों, वचन-पत्रों या रूक्‍्कों, न्यासों या 
'गिरवी-पत्रों, करों, साधारण त्था चक्रवृद्धि ब्याज और अन्य व्यावसायिक गतिविधियों से 
परिचित थे। 


भारतीय गणितज्ञ ब्रह्म॒गुप्त और भास्कर जैराशिक नियम (तीन का नियम) बनाने के लिए 
प्रसिद्ध हैं, जिसे सदियों तक व्यापारियों ने एक उपकरण की तरह प्रयोग किया। एक अन्य 
गणितज्ञ महावीर (लगभग 850 ई,) ने भी इस नियम को लगभंग इसी प्रकार बताया। 

अनुक्रमानुपाती और व्युत्क्रमानुपाती विचरण की संकल्पनाएँ भी सर्वविदित थीं। भास्कर 
की पुस्तक ' लीलावर्ती' में निम्न प्रश्न दिया हैः 

चार ऋतुओं तक जुताईं करने वाले बैलों का मूल्य चार निष्क है। बारह ऋतुओं तक 
जुवाई करने वाले बैलों का मूल्य क्‍या होगा? 

रोमवासियों ने ऐसी भिन्‍नों का प्रयोग किया, जो सरलता से शतांशों में बदली जा सकती 
थीं, परंतु उन्हें प्रतिशत का ज्ञान नहीं था। पंद्रहवीं शताब्दी की एक इंतालवी पांडुलिपि में 20% , 
0% और 6% के लिए क्रमशः (20 9 00', '.९9 ०थय०' तथा “शा 7०"' जैसे व्यंजक 
बहुलता से मिलते हैं। इस प्रकार, प्रतिशत का संकेत आरंभ में ८:००", (9८! आदि के रूप 
में पाया जाता है। सत्रहवीं शताब्दी के मध्य में यह संकेत '०:-+' का रूप ले चुका था। अंत 

में, 9००” छोड़ दिया गया और इस संकेत ने वर्तमान रूप '%' ले लिया। 


भारतीय गणितज्ञ भास्कर ने प्रतिशत का प्रयोग अपनी सुविख्यात पुस्तक ' लीलावती' में 
ब्याज के प्रश्न हल करने में किया। सोलहवीं शताब्दी में प्रतिशत का प्रयोग मुख्य रूप से ब्याज 
तथा लाभ और हानि के परिकलनों में होता था। वाक्यांश 'लाभ और हानि' उसी अर्थ में 
प्रयुक्त होता था जिसमें हम आज पाते हैं। सोलहवीं शताब्दी में इस विषय की लोकप्रियता इस 
तथ्य से सिद्ध होती है कि लगभग 56 ई. की अपनी पुस्तक ११८८४४४४८४/' में एक 
गणिततज्ञ वर्नर (#८#४) ने इस विषय पर 47 पन्‍ने लिखे। 





7.] भूमिका 


पिछली कक्षा में, आपने बीजीय व्यंजकों के विषय में पढ़ा। आप जानते ही हैं कि जब हम 
संख्याओं और अक्षर-संख्याओं (॥४८/४) को अंकगणितीय संक्रियाओं (क&॥#ं#श#९#८ 
०7४4४०४७) दूवारा संयोजित करते हैं, तो बीजीय व्यंजक (द2209/6८ ४०:०/९४७008 ) 
प्राप्त होते हैं। आप बीजीय व्यंजकों का योग' करना जानते हैं और एक बीजीय व्यंजक को 
दूसरे में से घटाना भी। याद कीजिए कि एक, दो तथा तीन पदों वाले बीजीय व्यंजकों को 
क्रमश: एकपदी (#०#०ाधंवा) दूविपद (##०ाांद) तथा त्रिपद (##०कांवा) कहा 
जाता है। 

इस अध्याय में, हम आपको ऊपर जैसे बताए गए बीजीय व्यंजकों को गुणा करना 
सिखाएँगे। यह सीख लेने पर आप दैनिक जीवन की अनेकानेक समस्याओं को हल कर सकेंगे। 
विशेष दशा में ॥प एक विशिष्ट प्रकार के संख्यात्मक (#॥7##27४८) व्यंजकों के परिकलन 
बड़ी सरलता से कर सकेंगे। आप आयतों (+४८४८॥४/८४) के क्षेत्रफल (८7४८५) और घनाभों 
(८४४०ंधं४) के आयतन (४०४४७८७) भी ज्ञात कर सकेंगे। 


हम आपको सर्वसमिकाएँ (82#॥॥725) कहलाने वाले कुछ सरल बीजीय संबंधों के 
विषय में भी बताएँगे। हम इन सर्वसमिकाओं से संबंधित कुछ रोचक क्रियाकलापों (६८#४ं- 
#८४) का वर्णन भी करेंगे। इस पूरे अध्याय में, 'व्यंजक' से हमारा तात्पर्य होगा 'बीजीय 
व्यंजक | 
2.2 एकपदियों का गुणन 


याद कीजिए कि एकपदी वे बीजीय व्यंजक होते हैं, जिनमें केवल एक पद होता है, और 
यह पद या तो कोई संख्या, या कोई अक्षर-संख्या, या फिर संख्याओं और पूर्णाकीय 


#५ 
8 इक 3० हि 
7३६ है ॥ 8५ ५ 


रखें, किसी एकपदी में '+' और '-! योग और घटाने की संक्रियाओं के संकेतों के' रूप में 
नहीं आ सकते। हाँ, '+' और '-' एकपदी के बाएँ, संख्याओं के चिह्न के रूप में अवश्य आ 
सकते हैं। 

अब कुछ उदाहरण देते हैं। 

0, -7, 22 (या + 22), - 32, 4 402, -554, 506 &7५४0, 00 5७४ 6 ध,#८+ ८ 
आदि, सभी एकपदियाँ हैं। 70 और -7 जैसी एकपदियों को हम सामान्यतः: अचर (८०४४व#४४) 
कहते हैं। घातांकों को हम सामान्यतः: धनात्मक पूर्णाक लेते हैं। इस प्रकार, इस पुस्तक में हम 
005' जैसे व्यंजकों की बात नहीं करेंगे। < 

याद कीजिए कि कई संख्याओं को गुणा करते समय, सुविधानुसार हम इन संख्याओं 
आगे-पीछे कर लेते हैं। गुणा का क्रम हम वह रखते हैं, जो हमें उपयुक्त लगता है। उदाहरणतः, 


(5»9]) 2 5 (9] » 5) » 2 [5 और 9] को आगे-पीछे कर] 
+9] ८ (59८2) [गुणा का क्रम बदल कर] 
+9] 2८ 0 
<90 


क्योंकि अक्षर-संख्याएँ मात्र संख्याओं को ही व्यक्त करती हैं, अत: बीजीय व्यंजकों को 
गुणा करते समय भी हम ऊपर वाली विधि अपना सकते हैं। ु 

आइए, सबसे पहले ऐसी दो एकपदियों को गुणा करें, जिनमें केवल वही एक अकेली 
अक्षर-संख्या आती हो। 

उदाहरण के लिए, 2: और 3» को गुणा करते हैं। अब, 

(203 (32) ८2 >> 3 
८ (2 »८ 3) 3८ (५४३८ 5६) ह 
"४ 50 3९ टी: [5४] 
। -- ठग ; 

 दिप्यण्ियाँ:[, पदों को आगे-पीछे कर और साहचर्य से गुणा का क्रम बदल कर, हमने 
संख्यात्मक .गुणनखंडों को एंक समूह (2»3) में डाल दिया और अक्षर-संख्याओं को एक 


. दूसरे समूह (५०८४). में। एक सै अधिक अक्षर-संख्याएँ होने पर समान अक्षर-संख्याओं को 
हम अलग-अलग समूहित ऋतते हैं। 


55... गणित 


2. अक्षर-संख्याओं के समूह («>>») को सरल करने के लिए हमने निम्नलिखित 
महत्त्वपूर्ण परिणाम का प्रयोग किया: 


। आर हा ८ ता । 
इस संबंध के अनुसार, एक ही आधार वाली अक्षर-सख्याओं को गुणा करने को लिए इनके 
घाताकों का योग किया जाता है। 


आइए, अब एकपदियों 22» और 3» को गुणा करें, जिनमें दो अक्षर-संख्याएँ . और » 
हैं। 
(20) » (39) 5८ 22:८५ ५८3 / 5 
5 (223) & (४) & (७७) 
5८ 62८०» छ/! 
56% 27२८ 9१ 
८ 6४१७९ 
ध्यान दीजिए कि गुणनफल का गुणांक (6), गुणा की जा रही एकपदियों के गुणांकों 
(2 और 3) का गुणनफल है। 
आइए, एक और उदाहरण लें। 
(३462) )< (4६7 22) ५८ 3 २८ ६ 2९ 2? > 4 ९ ८7 > 8 
- (3 २८4) »€ (६ >< ८7) » (8? »< ४) 
. ८ [2% (८) »८ (४/) [अक्षर-संख्याओं के प्रत्येक समूह 
में घातांकों का योग करने पर] 
न 2िधी 9 
ध्यान दीजिए कि इस उदाहरण में भी गुणनफल का गुणांक, गुणा की जा रही एकपदियों 
के गुणांकों का गुणनफल है। वास्तव में, एकपदियों को गुणा करने के लिए, उनकी संख्या 
कितनी भी क्‍यों न हो, हमारे पास निम्नलिखित सरल व्यावहारिक नियम हैः 
(५) दी ४ आह के गुणनफल का गुणांक, इन एकपदियों के गुणांकों का गुणनफल 
होता है। 
(58) गुणनफल के अक्षर-सांख्यिक भाग में दी गई एकपदियों में आई सभी अक्षर-संख्याएँ 
होती हैं। प्रत्येक अक्षर-संख्या का घातांक दी गई एकपदियों में इस अक्षर-संख्या के 
घातांकों का योग होता है। ह 


उदाहरण 4: एकपदियों 3४2४» और -7.5%८ को गुणा कीजिए। 
हल: ऊपर बताए गए व्यावहारिक नियम से, 
(32४) »& (-7292) 5 3 » (-7)) २ (४४४) »« (५7१) ८ (2) 
++-2] ४2 
उदाहरण 2: -77%क, 3794 और -2#72 का गुणनफल ज्ञात कीजिए। # 5 ।, 45 2 और 
#-3 के लिए परिणाम की सत्यता जाँचिए। 
हल: ऊपर दिए गए नियम से 
(-77क/) < (3774) < (-%77 5 ((-7) < (3) & (-2)] ४? २६ ध्‌ए।| ८ # ४ 
न 42 > 7 > ६ >( को 
न्‍+ 42% ध[* कं 
75, 452 और #->3के लिए , 
[.प॒$ (बायाँ पक्ष) ७ (-7 »] 3८2» 3) % (3 » 2% 2) ऋ (-2)८ ५30 
+ (-42) » 6» (- 8) ह 
-(-252) «८ (-8) 
- 252 » 8 
न4536 
रत (दायाँ पक्ष) - 42 »६ 4 ३८ 22 ,६ 33 
+42 24» 27 
- 68 +८ 27 
- 4536 
इस प्रकार, ॥ 8 -रात्त॒5 | 
टिप्पणियाँ: [, यदि चरों के किन्हीं विशिष्ट मानों के लिए, 7॥त$ (बायाँ पक्ष) और राप्त5 
(दायाँ पक्ष) बराबर न हों (,प्॒$ #।रात्र5) , तो निश्चित है कि आपसे कहीं त्रुटि हुई है। अतः, 
अच्छा होगा कि आप सदा चरों के छोटे शून्येतर मानों के लिए परिणाम को सत्यापित कर लें। 
2. याद्‌ कीजिए कि लंबाई / और चौड़ाई & वाले आयत का क्षेत्रफल 7:८9 होता है। यदि हम 
! और & को एकपदियाँ मानें, तो दोनों एकपदियों का गुणनफल एक आयत के क्षेत्रफल के 
रूप में समझा जा सकता है। इस प्रकार, एकपदियों 3० और 7८ का गुणनफल 2८7 लंबाई 
7८ और चौडाई 36 वाले आयत के क्षेत्रफल के रूप में लिया जा सकता है (आकृति 
7.) । इस टिप्पणी से हमें कुछ बीजीय सर्वसमिकाओं को समझने में सहायता मिलेगी। 


५. गणित 


फ््ध 


उ -ज्ची 


आकृति 7.7 


7.3 किसी एकपली और किसी दूृविपद का गुणन 
याद कीजिए कि प्रत्येक द्विपद दो एकपदियों का योग अथवा अंतर होता है। इस प्रकार, . 


पर 
>+ 9, 2: - 39, 679 + 7८ १-7 2,309 - .9# 


आदि दूविपद हैं। किसी एकपदी और किसी दूविपद्‌ का गुणनफल जानने के लिए, हमें 
9५ (6/+ 02), ०९४८ (2८ - 34८). जैसे व्यंजकों का मान निकालना होगा। 
क्योंकि अक्षर-संख्याएँ मात्र संख्याओं को ही व्यक्त करती हैं, अत: ये व्यंजक ८(9+८) 
जैसे ही हैं, जहाँ कि ७, # और ८ संख्याएँ हैं। आप जानते हैं कि 
4 (8+८)- धर + बट, (29 - ८) + 46 - ८2 () 
(6+ 0) 2 5 बट + 0८, (ध- 0) ८ + ६८ - 9८ (2) 


अतः, किसी एकपदी और किसी दूविपद को गुणा करने के लिए, हम निम्नलिखित नियमों 
का प्रयोग करेंगे; 


ए(0 + 7) < 70 + छशर, ९(0 - 7२) - 70 - एए (3) 
(० + 0)॥२ 5 श्र + 02, (9 - 0)॥२ < शर - 0२ (4) 
जबकि ७७ और | एकपदियाँ हैं (अतः ?+ 0 तथा ?-0 दविपद हैं)। 
उदाहरण 3: 74 और 3८४ -54%७* को गुणा कीजिए 
इलःऊपर दिए गए संबंध (3) का प्रयोग करने पर, 


] ] ः 
| 2%9(340 - >408/) ८ 34० > 340 - 34० > उ760/ 


॥॥ थे 
जः हि ८ 3) ८7 %ह7! __ हि >८ 5) ध3 २६ 674 


गजब व्यंजक. ॥57 
3 008. 
-+>६८8 --द८6 ४9 
9 2 
झह्यायमः आइए, परिणाम को 652, ४ के लिए जाँचें। 


»22 २८ ] (3 ७ 2 % ]-- 5 % 2? » 7) 


>]|«»+ 


[छ$ ८ 2.4/०(३4७ --54८:४) < 
८ 2(6 -40) 5 - 68 
_3 3 »_3 न ट। 3 >_3 5 >75 
एछ5 ८ ठ 7८ 2८। 2 कराए ८ 2 >2 >] 2 ट » 
रू 2 - 80 -- 68 
अत;, ॥.घ5 -राप्र७ है। अर्थात्‌ परिणाम ठीक हे। 
टिष्यर्ण/: किसी एकपदी को किसी द्विपद से गुणा करने की ऊपर बताई गई विधि क्षैतिज 
विधि या पंक्ति विधि कहलाती है। यह इसलिए. कि कार्य, क्षेतिज रूप में, पंक्तियों (पन्ने के 


समांतर रेखाओं) में किया गया। यदि हम कार्य को ऊर्ध्वाधर (४८४४८०//७) , अर्थात्‌ ऊपर से 
नीचे को स्तंभों में करते, तो विधि ऊर्ध्वाधर अथवा स्तंभ विधि कहलाती। 


उदाहरण 5: 22 तथा 3४+4>» को दो भिन्‍न विधियों से गुणा कर परिणाम का सत्यापन 
कीजिए। 
हंल्म: क्षेतिज (पंक्ति) विधि से गुणनः 
25 (35 + 49) 5 25 »< 35+ 2: 3८ 4५ 
 ल्‍|+ 6007 + 829 
ऊर्ध्वाधर (स्तंभ) विधि से गुणनः 
35४+49 
252. 


५ 22937 -++ 62 + 839 €- 22249 


इस प्रकार, दोनों ही विधियों से गुणनफल 652 + 85७ आता है। 


प्पणी: गुणा करने के लिए आप ऊपर दी गई दोनों में से कोई भी विधि अपना सकते हैं 
परिणाम वही आता है। 


58 गणित 
किसी एकपदी और किसी दुविपद के गुगनफल की ज्यामितीय व्याख्या 
सरलता को ध्यान में रखते हुए, एक एकपदी £& और एक द्विपद्‌ »+» लेते हैं। चौड़ाई 
४६ और लंबाई <+» वाला एक आयत 807 खींचते हैं। »8 पर एक बिंदु ? ऐसा लेते हैं कि 
437 - ४ (अत: 783 ८ 9) हो। 
7?(॥«7 खींचते हैं जो 700 से 0 पर मिले। 


छ श (0 ४ हक 
८ पट । भ 
मि. रेट ए (4 छ 
आकृति 7.2 


अब, 
आयत «3070 < आयत &7०070 + आयत ए800 
अतः, आयत ७8८0 का क्षेत्रफल> आयत ,700 का क्षेत्रफल + आयत 78८0 का क्षेत्रफल 
८2 ४+/+८ 9 
बे ८४ + ५४ 
/#(४+9) 
इस प्रकार, व्यंजक ॥(४+9), चौड़ाई # और लंबाई »+>» वाले आयत का क्षेत्रफल हुआ। 
एक और उदाहरण के लिए, उदाहरण 4 में आए गुणनफल 2»(3%+ 4») को लीजिए। 
हमने देखा कि यह गुणनफल 6»? + 859) के बराबर हे। अब एक आयत »४8009 खींचिए, 
जिसकी लंबाई और चौड़ाई क्रमशः 3:+ 49 और 25 हों। अब सत्यापित करेंगे कि इसका 
क्षेत्रफल 6£? + 80 है (आकृति 7.3)। 


7 ह ह उऊ्द विन 2 ही 49 हि कं 





बीजीय व्यंजक. 5 


#8 पर एक बिंदु ? ऐसा लीजिए कि ७8 - 35% हो। तब 78-49 होगा। ? से 60) के समांतर 
एक रेखा खींचिए, जो 700 से 0 पर मिले। तब, 


आयत «809 का क्षेत्रफल - आयत 2709 का क्षेत्रफल + आयत 78८0 का क्षेत्रफल 


ने उ5 > 22 + 49 >< 2: 





ने 022 + 829 
अत:, परिणाम सत्यापित हुआ। 
प्रज्भावली 7,॥ 
१, दी गई एकपदियों को गुणा कीजिए; 
60) 24 और 36 0) 265 और 4६? 
(0) 640 और - 70८ 6०) 7£ और - 75८ 
2 23 और र (0 2 है 3 5 29,3०4 
(0 2) और रे (४) पु व४८ और 9 70१८ 
(शो) ,2 94* और 0.6 #:4९ (शा) 0.9 #4/ और .0 


2. 


3 + 


गुणनफल ज्ञात कीजिए: ं 
(0) (5८22) (3०९८) (46८27) 

0) (व) (2724) (0) 

(४) (-3) (-59८) (7 92८८६“) 


न 2 ] 3 2 2.24 3.,3..3 
00 (ललित हुलआल 


(४) (.] 94) (2.2 4४) (3.5 9) 

(श) (0.9 40) (- 0.3 92०) (- 2.0 ८१८) 

निम्नलिखित प्रत्येक गुणनफल को एकपदी के रूप में व्यक्त कीजिए: 
0) (०) (४०) (०७० (४०) 

(9) (८४१5) (७१८४१ (८4) (१५%) 


« 6-०. 
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6५) (४०) (०?) (७००) (०) 


0, 


4, 


पता 


एकपदियों ८०, न और -006 को गुणा कीजिए। 6--! के लिए परिणाम की 


- सत्यता जाँचिए। 


0.3 >> और -00 2» को गुणा कीजिए। »&0.] और »>-0 के लिए परिणाम को 
सत्यापित कीजिए। ह आम 


(3260 (- 0062? (0.5459)) को एकपदी के रूप में व्यक्त कर, 65, 9 ८ नर के लिए 


इसका मान बताइए। 


४ .0 और >>0.5 के लिए 6.40, 8.0/ और -.69* के गुणनफल का मान 
बताइए। 


प्रत्येक पक्ष को एकपदी के रूप में व्यक्त कर यह सत्यापित कीजिए कि निम्नलिखित 
संबंध सही हैं 


6) 0७) (४9१ 5 (४)”) (०) 
0) (548८) (- तर 4855०) - कि कक (552८) 


सरल कीजिए; 
6) (-34) * (- 46“) ८ (5.58) «» 


शत 8 
() हि एक » (5/4 )» कि है | 


धनात्मक पूर्णाकीय गुणांकों वाली दो ऐसी एकपदियाँ बताइए, जिनका गुणनफल नीचे दी 
गई एकपदी हो 


(6) >५ट 
[#5 * और 55;> और >८;४ और :5;] और कद 
(0) 489 (॥) 74 


निम्नलिखित गुणनफल ज्यामितीय रूप में क्‍या व्यक्त करते हैं? 
(6). 35 >< 45 0). 7%5% 


]2. 


]3. 


4, 


95, 


]6, 


]7, 


8, 


बीजीय व्यंजक ॥6। 

गुणनफल में संख्यात्मक गुणांक ज्ञात कीजिए: 
6). 460८व, 082८7 और 267 के। 
0) -345%7, - 49८४० और 5०व्४ के। 
गुणनफल में अक्षर-सांख्यिक भाग बताइए 
0) -3.9986%, - 7.47 ४१, 36.002 और 26 के। 

[ संकेत: अगर आप संख्यात्मक गुणांकों को गुणा करने का विचार बना रहे हों, तो 

समझ लेना, सब आपकी हँसी उड़ाएँगे !] 

8 / 72 कर 


'क उतर दाह 7 और 30725 के। 
गुणा कीजिए; 
6) 54+69 को 34से ४ 6) 34+ 3 को - 2८2 से 
00) 2४ - 32» को 4६ से 60 -3#?- 704 को 594 से 


गुणनफल ज्ञात कौजिए; 
0) -» और | जा क> पर का 


2 


निम्नलिखित को द्विपद्‌ के रूप में व्यक्त कर ४८2 और 85 पर इनका मान ज्ञात 
कीजिए; 


(0). (४१७ - 0.540 ६ (3.3) (0) - 2.74 (0.3४ - 0.44”) 

गुणा कीजिए और ४52, »5 तथा 2८-] के- लिए परिणाम क्रो सत्यापित कीजिए: 
0) (४-37 (- ७) 6) दर (2+3) 

सरल कीजिए: 


(6) ध(४- ४) + (६-०७) ८ 

() रच - 2? + (७ + 8) 

(0) 8(द + ) + 9(2१ + ) - (६+ &) 
600) ॥9%- 6 (+9)+/(3-79) 


620. गणित 
7.4 बूबिपदों का गुणन 


किसी द्विपद को किसी एकपदी से गुणा करना सीख लेने के बाद, किसी द्विपद्‌ को किसी 
द्विपद से गुणा करना एक सरल कार्य है। याद कीजिए कि दी गई संख्याओं ०, ७, ० और ८ 
के लिए, (४+४) (०+ ८) का मान हम नीचे दिए गए नियमों से ज्ञात कंरते हैं: 
(ध+ 9) (०+ थी ८ (८ + 4) + 2(2+ 4) 

या (६+ 9) (0+ वी) 5८ (ध+ 9) ८+ (ध+ 2) थ॑ 

यदि आप ८, 8, ८ और ४ में से प्रत्येक के स्थान पर एक एकपदी ले लें, तो द्विपद को 
दूविपद से गुणा करने के नियम प्राप्त हो जाएँगे। आपको केवल इतना ही करना है कि पहले 
गुणनखंड की प्रत्येक एकपदी को दूसरे गुणनखंड की प्रत्येक एकपदी से गुणा करना है, और 
इस प्रकार प्राप्त होने वाले चारों गुणनफफलों को जोड़ लेना है। स्पष्ट है कि दो द्विपदों को 
गुणा करने की इस विधि को क्षीतिज विधि कहा जाएगा। 


उदाहरण 5: गुणनफल -(34+ 20) (22 - 39) निकालिए और ८--, ४ 52 लेकर परिणाम 
का सत्यापन कीजिए। 
हल: (36+ 20) (26 - 39) 5 36(26 - 30) + 20(26 - 38) 
न 042 -- 949 + 4६0४ - 68? 
- 6८२ - 5०४ - 602 [समान पदों - 9८७ और 4०७ का योग करने पर] 
अतः, (34+ 20) (26 - 30)- 6६? - 549 - 68 | 
सत्यापन: ८-- और ४-2 लेने पर, 
[प्$ >(34+ 20) (26-3४) ह 
(3%(-)+2% 2] (2%(-)-3%2] 
(-3+4) (-2- 6) 
+(-8)--8 
एतत४७ 564“ - 5408 -- 69: 
८ 6(- )2- 5» (- ) » 2 - 6(2)? 
<6+[0-245--8 
अतः, ॥.प्$ रत है। अर्थात्‌ परिणाम ठीक है। 
टिप्पणी: जब गुणा किए जा रहे द्विपदों में समान आधार वाले कुछ पद हों, जैसे कि ऊपर 
वाले उदाहरण में थे, तब गुणनफल में कुछ पद समान पद होते हैं। इस दशा में गुणनफल की 
ऊर्ध्वाधर विधि का प्रयोग लाभप्रद होता है, जैसा कि अगले उदाहरण में दिखाया गया है। 


* 


॥ ॥ ॥ 
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उदाहरण 6: 26? - ८9७ और 36 + 28 को गुणा कीजिए। 
हल: क्योंकि दोनों द्विपदों के पदों में आधार & और & आ रहे हैं, गुणा के लिए ऊर्ध्वाधर 
विधि का प्रयोग किया जाएगा। यह लगभग वैसी ही है जेसा दो संख्याओं, मान लीजिए 347 
और 23, को गुणा करने के लिए प्रयोग करते आए हैं। 
347 
3८7 05. 5७ 3 % 20) 
04] . 3 347 %3 
+ 6940. -+-> 347 » 20 
798] 


आप 23 को 3 + 20 लिखते थे। तब 347 को पहले 3 से और फिर 20 से गुणा 
करते थे। गुणनफलों को एक-दूसरे के नीचे लिखकर आप दोनों गुणनफलों का योग कर लेते थे। 

यहाँ हम 2८? -- 40 और 3०+ 29 को ठीक इसी प्रकार गुणा करेंगे। पहले हम 
(2०? -- 6७) को 28 से गुणा करेंगे और फिर 36 से। इन दो गुणनफलों को एक-दूसरे के नीचे 
लिख लेंगे। याद कीजिए कि आप इकाइयों को इकाइयों के नीचे लिखते थे, दहाइयों को 
दहाइयों के नीचे लिखते थे और आगे भी ऐसे ही करते जाते थे। दूसरे शब्दों में कहें, तो आप 
समान पदों को एक-दूसरे के नीचे स्तंभों में लिखते थे। यहाँ भी हम ऐसा ही करेंगे। अंत में, 
दोनों गुणनफलों का योग कर लेंगे। 





24 - ८० 
%_ 34+2# ह 
बंध 9-269" -> 26 - ०० को 29 से गुणा करने पर 
667 - उद्क -> 242 - 4४ को 3८ से गुणा कर, समान पदों को स्तंभों में एक-दूसरे 


ही के नीचे लिखकर 
647 + 4६% -- 2202 _ -> ऊपर के दोनों गुणनफलों का योग करने 'पर 
वैकल्पिक हल ( क्षेतिज विधि से) 
(267 - ०४) (3६ + 20) ८ 262 (34 + 20) - ४७(3०+ 28) 
< 066 + 4६29 -- 34% -- 247? 
| न्तवों+बी97-2वा 
टिप्पणियों: ।. क्योंकि गुणनफल दोनों विधियों से वही आता है, अतः आप किसी भी विधि 
का प्रयोग कर सकते हैं। 


॥04. _ गणित 


2. यदि ० 0, & और $ एकपदियाँ हों, तो गुणनफल (?+ 0) (२ + $) को नीचे दिखाए 
अनुसार भुजाओं 7+0 और ४+3$ वाले एक आयत के क्षेत्रफल के रूप में समझा जा 


सकता हैः 
7+ ९ 
(2 
ए्+8 
5 


आकृति 7.4 


7.5 किसी वृविपठ और किसी त्रिपद का गुणन 
तीन (असमान) पदों वाले बीजीय व्यंजक को त्रिपद कहते हैं। इस प्रकार, ,£ + $१ + 22, 
2७8 + 3529 + 9, - 350० + 4 + !0 आदि त्रिपद हैं। यदि आप तीन असमान पदों बाली 
एकपदियों का योग करें, तो त्रिपद प्राप्त होगा। यदि आप एक ऐसी एकपदी और एक ऐसे 
दूविपद का योग करें जिनके तीनों पद असमान हों, तो भी एक त्रिपद प्राप्त होगा। 
यदि हम दो दूविपदों के गुणन का नीचे दिया. गया नियम याद रखें, तो एक दूविपद को 
किसी त्रिपद से गुणा करना एक सरल कार्य होगा: 
दो दूविपदों का युणन निम्नलिखित चरणों में कीजिए 
चरण १: ब्रथम दूविपद के प्रत्येक पद को द्वितीय दूविपद के प्रत्येक पद से गुणा कीजिए। 
(इस प्रकार 4 गृुणनफल मिलेगे।) 
अरण 2: चरण ! में प्राप्त सभी गृुणनफलों का योग कीजिए। ब 
ऊपर दिया गया नियम एक द्विपद और एक त्रिपद के गुणन पर नीचे दिए गए रूप में 
लागू होता है; 
दूविपद के प्रत्येक पद को त्रिपद के प्रत्येक पद से गुणा कीजिए। इस प्रकार प्राप्त सभी 
गुणनफलों को जोड़ लीजिए। 
अंतर केवल इतना है कि गुणनफल में चार के स्थान पर छः पद प्राप्त होंगे। उदाहरणत:, 
(४+४) और (४+४+ ४) के गुणनफल में निम्नलिखित छ: पद प्राप्त होंगे: 
दर, ध) बढ़, 25, 99, 02 
अतः, (ध+ 6) (४+#+ 5) 5 बश क धर के बट + 2४ + 29 + 6: () 
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इस कार्य को हम निम्न प्रकार व्यवस्थित कर सकते थे: 
(८६+ 8) (+ १ + 2) ८ (ध+ 89)5+ (ध+ 8) ५+ (६+ £)2 
+ (धड४ + 22) + (७७+ 99) + (कट + 82) 
न दट + 22 + ध५७ + 29 + बट + 22 (2) 
पदों को आगे-पीछे कर संबंध (2) को संबंध () के रूप में लाया जा सकता है। 
विकल्पत:, 
(ध+ 20) (४+#+ 2) ८ ध(४+ ७9 + 5) + 2/(४+ 9 + 5) 
ने (६0 + ८9 + धढ) + (92 + 29 + 22) 
ख दड + ८५9 + बट + 02 + 29 + 02 
यह संबंध () ही है। 
अब ऊपर बताई गई तीनों विधियाँ उदाहरणों दूबारा समझाई जाएँगी। 
उबाहरण 7: ८०+ ४ और ७-95+£' को गुणा कीजिए। ह 
हल: अरण १: दविपद्‌ के पद ८? को त्रिपद के तीनों पदों से गुणा कीजिए। इससे गुणनफल 
बडे, - धर? और दीड 
प्राप्त होते हैं। 
अब द्विपद के दूसरे पद ४? को त्रिपद के तीनों पदों से गुणा करते हैं। ऐसा करने पर 
गुणनफल 
828, - 9298 ओऔर प्र ेृ 
प्राप्त होते हैं। है. 
छआरण 2: सभी गुणनफलों का योग करने पर प्राप्त होता है 
दरों - 4४ + 6८22) + 20 - 229 + 0420 
अत;, (८ + 87) (2 - ४ + 27) > दंड - वए + बह + को - 8?9 + 0:27 
वैकल्पिक हल: ऊपर के हल में प्रयुक्त तर्क को इस प्रकार सुस्पष्ट रूप में व्यक्त कर 
सकते हैं 
(ध +- 27) (ट वह है + ८) ५ 62 (छा हर हक + द्) + 95 (ड्ो हि ऊञ + 2) 
न क्राड्रो धःञो + कारों + 9 हक 92%) न 9 
उदाहरण 8: गुणनफल (६-७9) (४४ +४»+ 9») ज्ञात कीजिए। 
हल; गुणा का कार्य इस प्रकार किया जाएगा; 
(८-9) (४ कह के ४) 5 (४-७) & + (४-३७) २७ + (७-9)४ 


00 


गणित 
न (ह “की + (४३-२७) + (0-३) 
ने 4 (-- एके कोश) + (0४ + ७७) - 9 समान पदों को » के 
घटते हुए घातांकों के क्रम में समूहित करने पर] 





हे ही 
प्रझनवाली 7.2 
गुणा कीजिए; 
0) (2%2+ 9) तथा (6६+ 5) को 9) (४- 8) तथा (3४+ 7) को 


32 95 
(0) (4० +7४] तथा (' कप को 6ए) (2.56 + 2.30) तथा (2.56 - 2.38) को 


(५) (2४4 + 347) तथा (5१4 + 24?) को 

गुणा कीजिए और दिए गए मानों के लिए परिणाम का सत्यापन कीजिए: 
6) (४-5) (7+ 490, 22 

0) (४+ ७) (४-9), ४5 4, ै»5 0 

ही) (८?+ 8) (४? + 6), 8८- , 9 5-2 

(ए) (४-4) ५७-4५), / 52, 450 

एकपदी बीजीय व्यंजक के रूप में व्यक्त कीजिए; 
6) (2४ + 39) (40५ + 5207) 

0) (४7+5) (४४ + 3) + 4 

() (+ #टव) (४ + 2१८) ८) 

(0). (#7 - 28) (- 38 - 44) + 3॥##* 


(५) (# + 5) (7? - ४3) 


(शं) (+8) (7-०) +(०+ब) (४-2०) +2(४2+ एव)... 
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4, सरल कौजिए और »>2 तथा ४-॥ लेकर परिणाम को सत्यापित कीजिए 

0) का (2४ - 09?) (2.४6 + 0]/) 

6) (४+3) (- 2४ - 200 

() (2-5) (४+ 5) + 5 

(०) 527 + (+ 79) (3-29) 

(९) (४+9) (2४+ ») + (४+ 29) (४-३) 
5. निम्नलिखित बीजीय व्यंजकों को गुणा कीजिए: 

6) (४+ 29) और (2:- 99 + 7) 


(6). (2४- व) और तय तक त 8] 


00) (४?+ 3») और (६+»+ 0) 
6०) (६+०+ ८) और (6? - ७) 

6. गुणनफल ज्ञात कीजिए: 
6) (5४-49) (.52+ 4५ + 3) 
क). (0 + # + #7) (7 - ४) 

7. सरल कीजिए: 


0) (४+39) (०- >&५+ ४?) 
0) ४+ (3४-७9) (3४+ »+ ») 


(0) | (&+४+ 2) + /(४+ ४ + 2) - 2(४ + ४) 
४<5, 9-5 ] और £>2 के लिए इस प्रश्न के परिणाम सत्यापित कीजिंए। 


7.6 मानक सर्वस्मिकाएँ 


4+ ४ और ०-४ दो सरल-साधारण द्विपद हैं। इनको स्वयं से अथवा एक-दूसरे से गुणा 
करने पर निम्नलिखित तीन गुणनफल प्राप्त होते हैं: 
[, (6+2) (४+०) या (6+४)? १ 
2. (६-४) (४-४७) या (६-8)? / 
3,  (७+४) (८-४) | | 
यह गुणनफल बीजगणित (886०४) में बहुधा (काम) आते हैं। सीधे-सीधे गुणा कर 


रा पाल के लिए हम सरलता से ऐसे व्यंजक प्राप्त कर सकते हैं, जो अधिक उपयोगी 
ध 


॥08._ गणित 


है, [ह+ 7 
(६+ 0)* ८ (ध+ 2) (४+ 8) 


८ 6(६+ 9) + 9(०४+ 9) 
> दा +ध9+ /ध + 2* 
् था + (व + ६0) + 2 [". द7 ८ #4] 
न धरा + 269 + 87 [समान पदों का योग करने पर] 
इस प्रकार, (ध+ 29)? > 6८? + 2689 + 0४ () 


(६+४)* को प्राय: एक दूविपद-वर्ग या दृविपद का वर्ग कहा जाता है। शब्दों में, 
किसी द्विपद का वर्ग उसके प्रथम पद के वर्ग, उसके द्वितीय पद के वर्ग तथा उसके दोनों 
पढें के गुणनफल के दुगुने का योग होता है। 
इस प्रकार, (६+ 9)? < ८१ + 2? + 269, 
जो संबंध () ही है। 
टिप्पणी: ध्यान दीजिए कि (४+४)? & ८१ + ४१ | 

संबंध (), अर्थात्‌ 

(६ + 2)? - ८ + 2409 + 27: 
के विषय में एक रोचक तथ्य यह है कि यह सबंध ८ के प्रत्येक मान और ४ के भी प्रत्येक 
मान के लिए सही है। उदाहरणत: ६52 और ४<॥ लेने पर, 

[स्ला$ ८ (७+ ४)? ८ (2+ )2- 3: 9, 
और ए्न5-०१+ 248 + 875८ 22+ 23८2» ]+ ? 
55 4+4+5"9 

इस प्रकार, ॥,छ$ - एप सही हुआ। 
4 और & के कुछ और भिन्‍न-भिन्‍न मान लेकर देखिए। आप सदा ॥.8 - रत पाएँगे। यह 
एक रोचक स्थिति है, क्योंकि अक्षर-संख्याओं के प्रत्येक संबंध में यह गुण होना आवश्यक 
नहीं। उदाहरण के लिए, संबंध 

8+3 5- शद+ | 
० के केवल एक मान 2 के लिए ही सही है। ०८ । के लिए यह संबंध ठीक नहीं है। 
(2 के अतिरिक्त कोई अन्य मान लेकर आप स्वयं को संतुष्ट कर सकते हैं।) एक और 
उदाहरण लीजिए। संबंध 

25 - ६9 + & ह 
सही है, यदि ८०] और ४-2 ले लें। किंतु 552 और ४-] के लिए यह ठीक नहीं है। 


जाओगे स्यजिक. (४ 

यदि कोई संबंध उन सभी अक्षर-संख्याओं के प्रत्येक मान के लिए ठीक हो, जो इसमें 

आती हैं, तो इस संबंध को सर्वसमिका (६०४४७) कहा जाता है। इस प्रकार, निम्नलिखित 

संबंध एक सर्वसमिका हैः 
सर्मसामिका! ॥: 






(६+ 2)? ८ धर + 2409 + 8? 
या 
(ध + 82) ८ ८९ + 9? + 248 
क्रियाकलाथ १: किसी गत्ते या पुराने ग्रीटिंग-कार्ड के टुकड़े से नीचे बताई गई आकृतियाँ 
काट लीजिए: 

!. भुजा 6 सेमी वाला एक वर्गाकार टुकड़ा 

2. 6 सेमी तथा 4 सेमी भुजाओं वाले दो आयताकार टुकड़े। 

3. भुजा 4 सेमी वाला एक वर्गाकार ठुकड़ा। 


4 सेमी 


4 सेमी 


4 सेमी 4 सेमी 





6 सेमी 4 सेमी 
ओकृति 7.5 
इन टुकड़ों को &, 8, ० और 7) कहिए। इन टुकड़ों के क्षेत्रफल क्रमश: (69८6) सेमीः, 
(694) सेमी?, (69८4) सेमी? और (49८4) सेमी? हैं। इस प्रकार, इन टुकडों का कुल क्षेत्रफल हुआ: 
(6» 6) सेमी? + (6»4) सेमी? + (6»4) सेमी? + (44) सेमी 
या [6/? + 2(6»4) + 47] सेमी 


क्या: आप इन चार टुकडों से एक वर्गाकार आकृति बना सकते हैं? एक ऐसी आकृति आगे 
दिखाई गई है। 


[7॥.. गणित 


6 सेघी 


4 सेमी 





6 सेमी 4 सेमी 
आकृति 7.6 
इस वर्गाकार टुकड़े की भुजा की लंबाई क्‍या है? स्पष्ट है कि इसकी भुजा (6+4) सेमी लंबी 
है। इसका क्षेत्रफल क्या है? क्षेत्रफल (6+4) » (6+4) सेमी? या (6+4) सेमी” है। यह 
क्षेत्रफल टुकड़ों &, 8, ० और 9 के कुल क्षेत्रफल के बराबर भी है। यहाँ से, 
(6+4)7< 67 + 2 »( 6 * 4 + 4? 
अतः, ८८6 और 9 - 4 के लिए सर्वसमिका | सत्यापित हुई। 
हम इस प्रक्रम की विपरीत क्रिया भी कर सकते हैं। टुकड़ों से आरंभ करने के स्थान पर, 
पूर्ण आकृति से आरंभ कर इसके टुकड़े कर सकते हैं। किसी गत्ते (या पुराने ग्रीटिंग कार्ड) का 
भुजा (४+४) सेमी वाला एक वर्गाकार टुकड़ा लीजिए। आकृति 7.7 के अनुसार, इसे चार टुकड़ों 
में बाँ: लीजिए। बिंदुकित रेखाओं पर काटिए, जिससे कि टुकड़े अलग हो जाएँ (आकृति 7.8)। 
धर & 


>> <-2--> 
| 8. क * 5 । 
ः 94] 





7 * 


|० | &छ 





आकृति 7.8 


बीजीय व्यंजक ॥7! 
अब आरंभिक वर्ग का क्षेत्रफल (+ ४)? है। टुकड़ों ७, 8, ८! और 9 के क्षेत्रफल क्रमश, 
०१,०७०, 4० और ४? हैं। क्योंकि टुकड़ों का क्षेत्रफल कुल मिलाकर वही है जो आरंग्रिक बर्ग 
का है, अत: आवश्यक होगा कि 

(6 + 9)? ८ ८? + ध7 + ६9 + ४ 
या (ध+ 7) ८ ६१ + 249 + 8९ 
इस प्रकार, व्यापक रूप में, सर्वसमिका ॥ सत्यापित हुई। 
अद्ाहरण 9: सर्वसमिका ॥ का प्रयोग कर, मान निकालिए :. 
6) 203? का ओर (४) (2४+ 3) का। 
हल: 6) 203? - (200 + 3)? 


- 2002 + 2 2८ 200 ५ 3 + 32 [सर्वसमिका]] 
- 40000 + 200 + 9 
- 4209 ह 
0). (25% + 379*- (2%2+ 2 3८ 25 » 39 + (39 [सर्वसमिका]] 


| ने 407 + [259 + 99: 
॥ वि 20 । 
सर्वसमिका | में, 9 के स्थान पर -& रखने से, हमें प्राप्त होता हैः 
(ध- 2)?< ८? + 26(--8) + (- 2) 
या. . (-09*- ८? - 249 + 8? (2) 
स्पष्टत:, संबंध (2) भी ८ और #& के सभी मानों के लिए सत्य है। यह तो होना ही था, 
क्योंकि संबंध (2) सर्वसमिका [ में & का मान -2 लेने पर आया था। संबंध (2) सीधे ही 
इस प्रकार प्राप्त किया जा सकता था: ह ा 
(६-४)१ (४-४9) (६-४) 
+ ०(८-४) - ४(८- 9) 
न्‍धाी-दर् -+9ध+ 8१ 
न धर - 26६79 + 8? 
इस प्रकार, हमें निम्न सर्वसमिका प्राप्त होती है; 
ह | (६-४)१ ८? - 260 + 2? 
या 
(ध- 8)“ 5 ८ + 8 -- 2408 







सर्वसमिका ता : 


शब्दों में, गा 
दृविपद-अंतर 4-2 का वर्ग, अर्थात्‌ (४-2)?, पहले पद के वर्य में दूसरे पद के वर्ग को जोड़कर, . 
योग में से दोनों पदों के गुणनफल का ढुगुना बटा देने फ प्राप्त होता है। 


(72 गगित 
इस प्रकार ४ (ध-797)*> ८ +77- 260 

आपको यह बात सदा याद रखनी चाहिए कि यद्यपि हमने सर्वसमिकाओं ॥ और को 
अलग-अलग लिखा है, तथापि वे भिन्‍न नहीं हैं। यदि आप सर्वसमिका ॥ में & के स्थान पर 
“० लिख दें, तो जैसा कि नीचे दिखाया गया है, सर्वसमिका । प्राप्त होगी: ह 

(ध८- (- 9))! ८ ८ - 24 (- 2) + (- 807 

2 (ध+ 8): ८ था + 249 + 2* 
याद कीजिए कि सर्वसमिका ] में # के स्थान पर -9 लिखकर सर्वसमिका [7 प्राप्त की गई 
थी। अत; वास्तव में दोनों सर्वसमिकाएँ एक ही हैं। 
क्रियाकलाप 2: आइए, गत्ते के टुकड़े से एक और रोचक क्रिया की जाए। आकृति 7.9 में, 
गत्ते का एक 4 ८4 वर्गाकार टुकड़ा और गत्ते के ही दो 9 5 आयताकार टुकड़े दिखाए 


9 9 

हि आकृति 7.9 

गए हैं। क्या आप इन टुकड़ों को इस प्रकार रख सकते हैं कि दो वर्गों से बनी कोई आकृति 
अप्त हो? हुकड़ों को एक-दूसरे के ऊपर रखने की अनुमति नहीं है। यह कार्य उतना सरल 
तो नहीं जितना टुकड़ों को क्रियाकलाप । में इधर-उधर कर रखना, परंतु यह कार्य अधिक 
कठिन भी नहीं है। यदि आप कुछ देर टुकडों को उपयुक्त आकृति में रखने का प्रयास करेंगे, 


त्तो आकृति 7.0 जैसा कोई आकार प्राप्त होगा। ० 





आकृति 7.0 


बीजीय व्यंजक [४३ 





आकृति 7.47 


आकृति 7.। में दिखाएं गए अनुसार, आकार का नामांकन कीजिए। जैसे दिखाया गया है, 
07२ को बढ़ाकर इसे |४7' से ४ पर मिलने दीजिए। अब, 
(00) 5 (09 + 79 
+5+4 [आकृति 7.0 से| 
9 


- अत:, 00शाप एक 9 »८ 9 वर्ग है। 

क्योंकि (शग' -9 और ४५० - 70 - 4 है, 

अत;. एए'<9-4-5 हुआ। 

अतः, शर॒57 एक5 )८5 वर्ग है। 

इस प्रकार, आकृति 7. दो वर्गों से बनी है। यही हम चाहते थे। इन दोनों वर्गों का क्षेत्रफल 

कुल मिलाकर है: 
9£ + 52 

क्योंकि यह आकृति आरंभ के उन तीन टुकड़ों से बनाई गई है, जिनका कुल क्षेत्रफल हैः 
925+99%5+4>» 4, 


अत:;, 9< 4 52 - 2 % 9 ५८ 5 + 47 
या 97? + 52 2 ८ 9 5 - 4: ८ (9 - 5) 
इस प्रकार, (9-5)? - 92 + 52- 2 ८9 २८5 


किंतु यह सर्वसमिका ॥ का एक उदाहरण हे। 


]74._ गणित 


इस प्रक्रम को विपरीत रूप में भी किया जा सकता है। इसके लिए आकृति 7.2 में 
दिखाए गए, भुजाओं ८ और ४ वाले दो वर्गों से आरंभ कीजिए। जैसा कि आकृति 7.व3 में 
दिखाया गया है, ५? - 80-०2 लेकर बडे वर्ग में एक रेखा (0 खींचिए जो इसे ८.८७ और 
०» (७-४) आकार बाले दो आयतों में बाँठ दे। १५ को बढ़ाइए, जिससे आकृति 7.4 प्राप्त 
हो। 


न. 4 (205 





ज-ज---+-+ 








आकृति 7./2 





आकृति 7./4 
आकृति 7.4 को हम आयत ७०68, आयत राध07' और वर्ग एर्डप' से बना हुआ मान 
सकते हैं। क्योंकि 
(90 <: (८-४) + 8 ५८ ६, 
और 5 २0 - ४0 + ७8 - 7२४ - ८ - ४ है, 
- अतः ८ + #* « आकृति 7.2 का क्षेत्रफल 
> आकृति 7.4 का क्षेत्रफल 


जीजीग ब्यंजक 75 
- आयत &7(39 का क्षेत्रफल + आयत [एश/( का क्षेत्रफल + वर्ग शरण 
का क्षेत्रफल 
व 69 + धर + (६ - 8) * (६- 8) 
या ८2+ 2? ८ 242 + (८- 8) 
या (४-४)*५८ ६८7 - 260 + ४ 
इस प्रकार, सर्वसमिका ग का ज्यामितीय सत्यापन हुआ। 
उदाहरण 40: सर्वसमिका ग का प्रयोग कर, 6) 4.92 और 0) (७ - 54)? के मान निकालिए। 
ह्लः (6) 4.92 < (5.0 - 0.)2 


# (5.0)? - 2 )८ (5.0) » (0.) + (0.)? [सर्वसमिका ]) 
5 25.0 -.0+ 0.0 
- 24.0] 

(0) (३७ - 54)? ८ (39) - 2 ५८ (39) १८ 54 + (54) [सर्वसमिकागा] 


+ 97< -- 3%4 + 254: 
व, (ह -+- ७0) «5 #) 
सर्वसमिकाओं । और तर से अधिक रोचक निम्न सर्वसमिका है: 
सर्वसाधिका ॥! ; (६+ ४) (६- 9) 5 ८१ - ४* 
यह सर्वसमिका गुणा की क्रिया से सरलता से प्राप्त हो जाती है। 
(६+ 2) (६- ४) (६ - 9) + #(६- ४) 

नधी-409+94-४? 

न धट- ४? [*. 60 5 2६] 
सर्वसमिका पा, सर्वसमिकाओं । और | से अधिक सरल है, क्योंकि इसमें गुणन-पद ८8 नहीं 
है। शब्दों में, आप इसे इस प्रकार व्यक्त कर सकते हैं: 
दूविपद-योग ८+ & तथा दूविषद-अंतर ६-४ का गुणनफल (6+ 9) (4-9) पहले पद के 
वर्ग में से दूसरे पद के वर्ग को घटाने पर प्राप्त हो जाता है। 
तथापि व्यवहार में इस सर्वसमिका को (६+ ४) (४-४) 5०? - ४? के स्थान पर निम्नलिखित रूप 
में याद रखा जाता है: 


सर्वसाभिका [| : | वी - 9१ < (६ + 0) (६- ४) | 
'क्रियाकलाप 3: अब तक यह स्पष्ट हो गया होगा कि अनेक बीजीय व्यंजकों को ज्यामिति 


की सहायता से समझना कहीं अधिक सरल है। जैसा कि हम पहले ही देख चुके हैं कि 
सर्वसमिकांओं 


79... गणित 
(6 + 0) < 47 + 240 + €* () 
(४-४) 4 -2द9+0* 

और वध +# [६-४ + । 


को बिना किसी व्याख्या के नीचे की आकृतियों से समझा जा सकता है 


ऑ---.-८ 0---> <€&--- 2---२» 





आकृति 7./5 (सर्वसमिका 7) आकृति 7.46 (सर्वसमिका ॥) 

आइए, अब तीसरी सर्वस्रमिका को लिया जाए। नीचे एक और पहेली दी जा रही है, जो 
पहली पहेली से कुछ कठिन पर दूसरी से कुछ सरल है। क्या आप काटने की क्रिया कर और 
काटे गए टुकड़ों को दूसरे स्थान पर (बिना आशिक आच्छादन के) रखकर आकृति 7.77 को 
आकृति 7.॥8 में, या विलोगमत; आकृति 7.76 को आकृति 7.77 में बदल सकते हें? 


८2० 





आकृति 7.77 आकृति 7./8& 


बीजीय व्यजक 77. 
निश्चित रूप से आपने यह तो समझ ही लिया होगा कि इन आकृतियों का सर्वसमिका पा 
अर्थात्‌ 

(6 + 8) (६ - 9) ८ ८* -- 

से क्‍या संबंध है। स्पष्ट है कि आकृति 7.8, (६+ 0) (4-४) को निरूपित करती है। आकृति 
7.7 का नीचे वाला कटा हुआ दाहिना कोना एक (४»८४) टुकड़ा है। इस प्रकार, आकृति 
7.7, ८०-४१ को निरूपित करती है। यदि आपने ऊपर दी गई पहेली को हल कर लिया, तो 
यह स्पष्ट हो जाएगा कि दोनों का क्षेत्रफल बराबर है, जिससे कि पहले बीजीय विधि से प्राप्त 
किया गया संबंध 

धी-8१<(६+ ४) (8-४) 

फिर से सत्यापित हो जाएगा। हि 


अब (पहेली के) हल की बात की जाए। आकृति 7.7 से आकृति 7.8 का आकार 
प्राप्त करने की एक सरल विधि नीचे दिखाई गई है: 


कर्नल तन 5 प्हे | 





आकृति 7./9 आकृति 7.20 
(भाग & को काटना है) (७ को ४ के ऊपर रखना है) 


आकृति 7.8 से आकृति 7.77 का आकार प्राप्त करने की विधि अब स्पष्ट हो जाती है। ऊपर 
से एक ४» (4-2) आयत काटकर (आकृति 7.2) , बची हुई आकृति के दाहिनी ओर ऊपर 
जैसा कि आकृति 7.22 में दिखाया गया है, लगा दीजिए। इस प्रकार तीसरी सर्वसमिका का 
ज्यामितीय सत्यापन भी हुआ। 





आकृति 7.27 आकृति 7.22 
(७ का काटना) (% को 8 के साथ लगाना) 


क्रियाकलाप 4: सर्वसमिका गा का सत्यापन इस प्रकार भी किया जा सकता था; भुजा 6 
वाला गत्ते का एक वर्ग ७8009) लीजिए (आकृति 7.23)। ४70 पर एक बिंदु ? और 00 
पर एक बिंदु ॥? इस प्रकार लीजिए कि 

ए० < 07 ८ 8 

है? >र(! + ०- # 





प्‌. छि ] 
आकृति 7.23 आकृति 7.24 
वर्ग ९२० को पूरा कीजिए। अब आकृति 7.23 में छायांकित भाग का क्षेत्रफल ०९ - ४१ 
हुआ। 8 और 6 को मिलाइए। टुकड़ों &807 (0५) और 8८२0 0५) को काट लीजिए। इन 
टुकड़ों को आकृति 7.24 की भाँति जोड़ दीजिए, जिससे कि .टुकड़े !४ का शीर्ष 0, टुकडे 
५ के शीर्ष ७ पर आए और ठुकड़े ४ का शीर्ष 8 टुकड़े |/ के शीर्ष 0 पर आए। 
अब, आयत «7२९४ का क्षेत्रफल - (ध+ ४) (६-४) 


बीजीय व्यंजक 70 
क्योंकि (आयत) «7२८० टुकड़ों ॥॥ और ।४ से बना है और इन टुकड़ों का क्षेत्रफल कुल 
मिलाकर ८-४? है, अतः फिर सत्यापित हुआ कि 

4? - ४2 ८ (६ + 2) (4- 9) 
उदाहरण १॥: सर्वसमिका पा का प्रयोग कर, 
6) 98? - 92 और (#) 89 » 2 के मान निकालिए। 





हल: 6) 982 - 92 - (98] + 9) (98 - 9) सर्वसमिकागा] 
- (000) (962) 
- 962000 
(). 89 ५६ 2]] ८ (200 - ) (200 + ।]) 
< 2002. ॥]2 [सर्वसमिक्ता गा] 
< 40000 - 2! 
- 39879 
प्रभ्नावली 7,3 
१, उपयुक्त सर्वसमिका के प्रयोग से गुणनफल ज्ञात कीजिए: 
0) (४+ 3) (४+ 3) 0) (29+ 5) (2५+ 5) 
2 2 
(0) [२ रन ३ ?+ 3] (6०) (.7# + 2.]) (.]/॥8 + 2.) 
हे ॥ (3, 2 
(०) (3०+48) (35 + 48) (शं) 2 झनः पर ञ हु %+ ह! 4 
2. गुणा करने के लिए उपयुक्त सर्वसमिका का प्रयोग कीजिए: 
6) (४-5) और (6-5) 0) (2८ गक प्र ) और [28 जे पर | 


5 5 
() | ४-7 | और (ड़ ४-7 ] 60) (74- 99) और (76 - 90) 
(0) (४-9) और (४ - ४१) (शं) (-५७+ ०८) और (-.. ८७ + ४८) 


]१) 


3. 


गणित 
उपयुक्त सर्वसमिका का प्रयोग कर मान निकालिए: 


] ] ह 
6) (6४+ 7) (65- /) | हि खा ] हि नी 
(#) (36+ 70) (36-79) 0०) (-4४+ 29) (5%+ ]29) 
(०) (-०+ ४7) (४ + ४?) (श) (०४ + 99) (४ - 99) 


किसी सर्वसमिका का प्रयोग कर दुविपद्‌-वर्ग का मान निकालिए और सीधे-सीधे प्रसार 
द्वारा परिणाम को सत्यापित कीजिए: 


6) (४-5)? () (26+7)* 
(0). (37 + 4७)? 6५) (6४ - 59) 
(९) (- 8४४ के 7902 (श) (4क् + ]]%7)? 


सामान्यतः गुणा कीजिए और परिणाम की सत्यता किसी सर्वसमिका के प्रयोग से 
जॉचिए 
(0) (6४- 89) (6५४ + 89) (0) (-3622 + ४7) (3८? + ४?) 


.... 2 2 39229 3 *] 2 

(0) (हु ५ दिल प्र के | (५) (.7/7? + .247) (.7४" - .26)) 
निम्नलिखित प्रत्येक व्यंजक को त्रिपद के रूप में व्यक्त कीजिए: 

0). (८? -- 82)? (0) (ो+ ४0)? 

(0) (2४ + 397? 6५०) (77-547 

सरल कीजिए और एकपदी या द्विपद के रूप में व्यक्त कीजिए; 

6). (2४+5)7+ (2४- 5)? 

0) (3३७+ $4) + (39 - 84) 

(0) (508 + 0807 - ((50%#9 - #)*₹ 


2 2 

(४) [2 का | (2 क्या 

निम्नलिखित में से प्रत्येक को एक एकपदी और एक दूविपद के गुणन के रूप में व्यक्त 
कीजिए: 

6). (६0+ 2८) - 2६7८ 


(0). (की - का)? + 2फ्रीह 


१0, 


।१. 
१2. 


१3, 


१4, 


१5, 


ह बीजीय व्यंजक॑ ॥8। 
एक दूविपद्‌-वर्ग के रूप में व्यक्त कीजिए; 
0) (35+ 7)? - 845 ह 
(0) (89 - 54)72 + 780 7 4 ु 
किसी उपयुक्त सर्वसमिका का प्रयोग कर मान निकालिए: 


6) 72 0) 922 (0 03 

6ए) 595 (ए) 992 (शं) 99]2 

दो वर्गों के अंतर के रूप में व्यक्त कर, सरल कीजिए: 

6) 05 »८ 95 0) 78» 82 ...(0) 297 » 303 
किसी भी वर्ग का मान सीधे निकाले बिना सरल कीजिए: । 
6)  52 - 49? (0) 322 _ 222 (0) 233? - 227 


० का मान निकालिए, यदि 

(0) 86 # 35? - 272 

() 9०-76 -- 67 ह 

(00 94६ (39 + 4) - (६ - ५) 

नीचे बताए गए आकार के गत्ते के टुकड़े काटकर, उन्हें इस प्रकार आस-पास रखिए 
कि वर्ग बन जाए ह 


6) एक 55 वर्गाकार टुकड़ा, एक 6:८6 वर्गाकार हुकड़ा और दो 5)८6 आयताकार 
, टुकडे। 


(0) एक %<] वर्गाकार टुकड़ा, एक 9:८9 वर्गाकार टुकड़ा और दो 9)८] आयताकार 
टुकडे। 


पुराने ग्रीटिंग कार्डों या किसी मोटे कागज से नीचे बताए गए आकार के टुकड़े काटकर 


उन्हें दो बर्गों के रूप में रखिए 

0) एक 2»2 वर्गाकार ठुकड़ा. और दो 6.८4 आयताकार टुकडे। 
[संकेत: क्रियाकलाप 2 को फिर से देखिए 

0) एक 3.)८3 वर्गाकार टुकड़ा और दो 8»८5 आयताकार टुकड़े। 


380... गणित 


याद रखने योग्य बातें 

4. दो एकपदियों का गुणनफल उनके गुणांकों के गुणनफल के साथ दे में 
आने वाली अक्षर संख्याओं के गुणनफल के बराबर होता है, जबकि प्रत्येक अक्षर 
संख्या का घातांक एकपदियों में उसके थातांकों का योग होता है। 

2, किसी एकपदी को किसी द्विपद से गुणा करने के लिए, हम एकपदी को द्विपद 
के प्रत्येक पद से गुणा करते हें और इस प्रकार प्राप्त गुणनफलों को जोड़ लेते 
हैं। 

3, दो द्विपदों को गुणा करने के लिए, हम एक दूबविपद के दोनों पदों को दूसरे 
दूविपद के दोनों पदों से गुणा कर, प्राप्त (4) गुणनफलों को जोड़ लेते हैं। 

4. किसी दविपद और किसी त्रिपद को गुणा करने के लिए, हम द्विपद के प्रत्येक | 
पद को त्रिपद्‌ के प्रत्येक पद से गुणा कर, प्राप्त (6) गुणनफलों को जोड़ लेते | 
हैं। 

5, ८ और & के सभी मानों के लिए, 

(ध+ 8) + ८? + 268 + ४* 
(ध- 8) ८ ८ - 2489 + &£ 
(व + 8) (४-9) + ८१ - ४९ 


४०७५०. .ननन्‍क अम५ 0 मन ९ ग७७५७७॥५3 ७-५ #प७ ७3-५५ «० »-मकपतनक५् मा का म.3, » 34४ »+»+3»३»+++. 








8,.। भूमिका 
याद कीजिए कि दी गई कई संख्याओं को गुणा कर एक अकेली संख्या प्राप्त की जा सकती 


है। उदाहरणत:, यदि 2; 3 और 5 दी गई संख्याएँ हों, तो इनके गुणनफल 2 » 3 » 5 से संख्या 
90 प्राप्त होती है। दूसरी ओर, एक दी गई संख्या के लिए दो या दो से अधिक ऐसी संख्याएँ 
ज्ञात की जा सकती हैं, जिनका गुणनफल यह दी गई संख्या हो। उदाहरण के लिए, दी गई संख्या 
यदि 42 हो, तो | 
2>» 3 2८ 7 42 

2, 3 और 7 को 42 के गुणनखंड (|४८४०/४), गुणक या अपवर्तक कहा जाता है, क्योंकि 2, 
3 और 7 का गुणनफल (०4४८) 42 है। 

हम सीख चुके हैं कि दो या दो से अधिक बीजीय व्यंजकों का गुणनफल केसे प्राप्त किया 
जाता है। यह सोचना स्वाभाविक ही होगा कि कया किसी बीजीय व्यंजक के गुणनखंडों की बात 
की जा सकती है, और यदि हाँ, तो यह गुणनखंड ज्ञात कैसे किए जाएँगे! इस अध्याय में, बीजीय 
व्यंजकों के गुणनखंडों की बात की जाएगी। इस बात की विवेचना भी की जाएगी कि किसी 
बीजीय व्यंजक का गुणनखंडन कैसे किया जाए, अर्थात्‌ इसके गुणनखंड केसे ज्ञात किए जाएँ। 
8,2 किसी बीजीय व्यंजक के गुणनखंड 
आइए, गुणनखंड की संकल्पना का विस्तार संख्याओं से बढ़ाकर बीजीय व्यंजकों तक करें। 
किसी संख्या के गुणनखंड ज्ञात करने के लिए, हम इसे संख्याओं के गुणनफल के रूप में लिखते 
हैं। किसी बीजीय व्यंजक के गुणनखंड प्राप्त करने के लिए, हम इसे बीजीय व्यंजकों के 
गुणनफल के रूप में लिखेंगे। गुणनफल का प्रत्येक व्यंबक एक अभीष्ट गुणनखंड होगा। 
गुणनखंड ज्ञात करने की क्रिया गुणनखंडन (करना) (|८०४5०/०४) कहलाती है। 


(84... गणित 


दुज्टात १: 09 + 2) २२८ (५+ 2) 
क्योंकि & और (»+ ४) का गुणनफल »(0/+«) है, अतः » और (»+<) व्यंजक ४(»+<2) के 
गुणनखंड हैं। 
अंब १(५+क 2) १0 + 2 
क्या /» और ८ व्यंजक #(»+2) के गुणनखंड हैं? नहीं। यह 2» और >र का योगफल है न कि 
गुणनफल जो ॥(५+ ४) के बराबर है। अतः ४७ और ०5, 2 (५+ 2) के पद (॥277/) हुए, इसके 
गुणनखंड नहीं। इस बात पर ध्यान दीजिए और पद तथा गुणनखंड में अंतर कंरना सीख लीजिए। 
कभी-कभी किसी बीजीय व्यंजक को गुणनफल के रूप में एक से अधिक प्रकार लिखा 
जा सकता है। समस्त .गुणनखंड प्राप्त करने के लिए सभी गुणनफलों पर ध्यान देना होगा। इस 
कथन को स्पष्ट करने के लिए, एक सरल एकपदी (#०#०#ांधा) 367 लेते हैं। 
बूध्टांत 2; 
360 ८] » 340... और 369 दोनों 3८७ के गुणनखंड हैं। 


369 53 ५ 40... 3 और ५४ दोनों 3६9 के गुणनखंड हें। 
360 53०28... 36 और ४ दोनों 3०७ के गुणनखंड हैं। 
3३49 5 ६ # 30 ».. ४ और 3# दोनों 3०७ के गुणनखंड हैं। 


3८0 53 १९०५५», 3, ८ और # तीनों 3७७ के गुणनखंड हैं। 
'फलतः , 3, ८, 8, 36, 39, ८४४ और 36७, सभी 3८0 के गुणनखंड हैं। 
इस प्रकार, | 

कोई दिया गया बीजीय व्यंजक जिन संख्याओं और बीजीय व्यंजकों का गुणनफल होता है, वे 
सभी सख्याएँ और बीजीय व्यंजक दिए गए बीजीय व्यंजक के गुणनखंड होते हैं। | 

अब हम कुछ ऐसी विधियाँ सीखेंगे जिनसे किसी दिए गए बीजीय व्यंजक का गुणनखंडन 
किया जा सके, यदि इसका अर्थपूर्ण गुणनखंडन संभव हो। याद्‌ कीजिए कि अभाज्य संख्याओं 
5, 7, ! आदि का अर्थपूर्ण रूप से गुणनखंडन नहीं किया जा सकता। उदाहरणत:, 5 के 
गुणनखंड मात्र और 5 ही हैं। अत:, 5 का गुणनखंडन करना अर्थहीन होगा। इंसी प्रकार, कुछ 
बीजीय व्यंजक भी ऐसे होते हैं जिनके गुणनखंड तुच्छ (#77८४) ही होते हैं। 


8.3 एकपदियों के सार्व गुणनखंड 


एकपदी 2.9 के गुणन॑खंड , 2,5, », 25, 29, 0 और 2.9 हैं। एकपदी 5% के गुणनखंड , 5, 
» और 5 हैं। गुणनखंड । तुच्छ रूप से प्रत्येक बीजीय व्यंजक का गुणनखंड होता है। इस 
_ गुणनखंड पर ध्यान न देते हुए, हम पाते हैं कि ५, 279 का गुणनखंड हैं और 5५ का भी। यह 


बीजीय व्यंजकों का गुणनखंडन  ॥85 

2.9 और 5», दोनों के गुणनखंडों में एक सार्व गुणनखंड है। इस कारण हम » को 2.0 और 5५ 

का सार्व गुणनखंड (८०मामाका पिटांठ/) या समापवर्तक कहते हैं। 

हृष्णांव 3:29 तथा ४४ के तुच्छेतर (#6#-##ं४०/) सार्व गुणनखंड छः और 9 हैं। 

बुष्टांस 4: 0 #0_्7 और 54 के तुच्छेतर सार्व गुणनखंड 5, 4 और 58 हैं। 

टिप्पणी: आगे से जब तक अन्यथा न कहा जाए, गुणनखंड से तात्पर्य वुच्छेतर गुणनखंड होगा। 

8,3,] एकंपदियों का महत्तव समापबर्तक 

हमने देखा कि दो एकपदियों में कई सार्व गुणनखंड हो सकते हैं। इनमें कुछ तो संख्याएँ हो सकती 

हैं और कुछ में अक्षर-संख्याएँ हो सकती हैं। उदाहरणत:, 9, », », 3०, 90, 99, 99%, 20, 997, 90 

और 9:७१ एकपदियों 9:५2 और 8:0)9 के सार्व गुणनखंड हैं। ध्यान दीजिए कि इनमें 9४४ 

में निम्नलिखितं गुण हैं 

). इसका संख्यात्मक (#॥/४८४४८) गुणांक दी गई एकपदियों के संख्यात्मक गुणांकों का प्र८छ 
(महत्तम समापवर्तक) है। ॥ 

[ध्यान दीजिए कि 9.92 और 8:59' के संख्यात्मक गुणांक क्रमश: 9 और 8 हैं। 9 और 
8 का प्त"& 9 है जो 9७* का संख्यात्मक गुणांक भी है॥] 

2. इसमें केवल वही अक्षर संख्याएँ आती हैं, जो दी गई दोनों एकपदियों में हैं। इसमें आई 
प्रत्येक अक्षर संख्या का घातांक दी गई एकपदियों में इस अक्षर संख्या के घातांकों में 
न्यूनतम है। 

(दी गई एकपदियों की सार्व अक्षर संख्याएँ « और » हैं। 900? में केवल यही दोनों आती 
हैं। 9922 और 8:» में » के घातांक॑ क्रमशः और 3 हैं। | और 3 में न्यूनतम है। 
9४४१ में भी » का घातांक | है। इसी प्रकार, » के लिए भी ऐसा ही है।) 

इन दो गुणों के कारण 

0) 9:७४ दी गई दोनों एकपंदियों का गुणनखंड होता है, और 

(४) दी गई एकपदियों का प्रत्येक सार्व गुणनखंड 9::»? का गुणनखंड होता है। 
इस कारण 9५४ को हम दी गई एकंपदियों 9४22 और 8:59१ का महत्तम समापतवर्तक 

(हाट्वांटड /7४रं४॥९४४ 20777707 [ट0/) कहते हैं। लघु रूप में हम महत्तम समापवर्तक॑ को 

प्रतफ़ या 50 कहेंगे। 

टिप्पणी: आगे से 'संख्यात्मक गुणांक' के लिए हम पद “'गुणांक' का ही प्रयोग करेंगॉ। 


॥80... गणित 
अभी तक हमने निम्नलिखित क्रियाओं की बात की हैः 
(6) दी गई एकपदी के गुणनखंड ज्ञात करना, और 
(४) दी गई एकपदियों के सार्व गुणमखंड और उनका महत्तम समापवर्तक या प्ृ७/50% ज्ञात करना। 
इन दो क्रियाओं की सहायता से अब हम किसी भी बीजीय व्यंजक के गुणनखंड ज्ञात 
करना सीखेंगे। याद्‌ कीजिए कि प्रत्येक बीजीय व्यंजक कुछ एकपदियों का योगफल होता है। 
पहले किसी द्विपद को लेते हैं, जो दो एकपदियों का योगफल होता है। [क्या आप अंतर के 
विषय में सोच रहे थे? ध्यान दीजिए कि &-9» एकपदियों « और --» का योगफल है।] 
नीचे दिए गए नियम लाभप्रद सिद्ध होंगे 
मियम 4: 07: 97+6>25६>८ (०+ ८) 
(तात्पर्य यह कि यदि दिया गया द्विपद्‌ ४५.....+०> ....., के रूप में लिखा जा सके, तो 
उसका गुणनखंडन ८३८(-०+--) के रूप में किया जा सकता है।] 
नियम 2: वी गई एकपदियों का प्र॒"फ़ ज्ञात करने के लिए एक व्यावहारिक नियम: 
आरश्ण ॥: दी गई एकपदियों के गुणांकों का महत्तम समापवर्तक (प्न0फ) ज्ञात कीजिए। 
चरण 2: दोनों ही एकपदियों में आने वाली प्रत्येक अक्षर संख्या का न्यूनतम घांताक ज्ञात कर 
इस अक्षर संख्या को इस घातांक के साथ लिखिए। [7 जैसे अचर को 7:0»%० .... आदि जानिए।] 
आरण 3: चरण ] का प़ऊ लीजिए और चरण 2 की अक्षर संख्याओं को ज्ञात किए गए 
(न्यूनतम) घातांकों के साथ लीजिए। इनका एजनफल अभीष्ट पघतफ़ है। 


8.4 सार्वे गुणनखंड निकालकर गुणनखंडन 

अब तक विकसित विचारों को अब उदाहरणों से समझाया जाएगा। 

उदाहरण : 5.09 + 27» का गुणनखंडन कीजिए। 

हल: दिया गया द्विपद, एकपदियों 5.5)7 और 2,0/ का योगफल है। 5%57 और 72:% का 

प्.फज्ञात करने के लिए, हम ऊपर बताए गए व्यावहारिक नियम का प्रयोग करेंगे। इस प्त(फ 

की सहायता से गुणनखंड ज्ञात किए जाएँगे। 

अरण १: एकपदियों के गुणांक 5 (८3 »5) और 2 (22 » 3) हैं। 5 और 2 का पक 

है 

: चरण 2: दोनों ही एकपदियों में आने वाली अक्षर संख्याएँ £ और » हैं। 

06) 5ल्‍% और 20% में » के घातांक क्रमश: 2 और 3 हैं। 2 और 3 में 2 छोटा है। अतः, 
हमें प्राप्त होता है; [३2 

0) >के घातांक 3 और । हैं। अतः, हमें प्राप्त होता है: »' या [उ 


लि अप 3 ५ अर का 27. ३ ७ 2 ५५ ३ रु 
सजी रों ते छा आमववडने.. ६४५ 


आरण 3: दी गई एकपदियों का प८छ चरण ] और चरण 2 में प्राप्त पदों का गुणनफल है। 
अतः, 5729 और 209 का प्र(फ़ है; 3५2 :9 5८325 । ह 
अब दिए गए दूविपद के प्रत्येक पद को दो ऐसे गुणनखंडों के गुणनफल के रूप में लिखेंगे, 
जिनमें से एक 3%?9 होगा। हक 
]58४ + 209 ८ 309 % 59 + 3779 »< 45 
८ 329 (5४१ + 47) [ऊपर का नियम ॥] 
अतः, दिए गए दूबिपद्‌ 5279 + 2:69 के दो गुणनखंड 32५9 और (592 + 4) हैं। 
रशिप्पणियाँ: १. जब आपको दो एकपदियों का प्ल८ ज्ञात करने का कुछ अभ्यास हो जाएगा, 
तब आप ऊपर की क्रिया को संक्षिप्त कर सकेंगे। सोचकर प्ञ८फ़ निकालने के बाद 
सीधे ही प्रत्येक पद्‌ को दो गुणनखंडों, जिनमें से एक प्न"फ़ होगा, के गुणनफल के रूप में लिख 
लेंगे। ऊपर हल को विस्तार से इसलिए दिया गया कि एक बार क्रिया आपकी समझ में ठीक 
से आ जाए। । 
2. यह आवश्यक नहीं कि आप पत(5 ज्ञात करें और इसे एक गुणनखंड के रूप में बाहर निकालें। 
आपको दोनों एकपदियों में जो भी गुणनखंड सार्व दिखे, उसे ही बाहर निकाल लें। शेष बचे 
_द्विपद को फिर से जाँचिए। देखिए कि कया इसके पदों में कोई सार्व गुणनखंड है। यदि हाँ, तो 
' इसे बाहर निकालिए और शेष द्विपद को अगले उदाहरण में बताए अनुसार पुनः जाँचिए। 
उदाहरण 5: 20479) + 32422 का गुणनखंडन 'कीजिए। 
हल: द्विपद के दो पद 20:%?१ और 32%: हैं। ध्यान दीजिए कि 2 इन दोनों एकपदियों का 
एक सार्व गुणनखंड है। ८? भी इन दोनों पदों में एक सार्व गुणनखंड है। अतः, गुणनखंड 2८ को 
बाहर निकालते हैं। तब, ह 
20479 + 3267 9॥ <- 26 >< 097 + 26? » 640? (*) 
या 206%) + 32609 -< 242(]099 + 667)) () 
अब हम द्विपद (]09? + 6८४?) के पदों को देखते हैं। पदों 098 और 66/* में एक सार्व 
गुणनखंड 20? है। अब हम इस गुणनखंड को बाहर निकालते हैं। 


20०%3 + 32609*- 262 (0४0 + 6697) ह [([) से] 
से 26? (29? २ 59 + 202 ८ 86) (+#) 
- 26? [22255 + 82) ] 
44292 (59 + 84) 


अब 59 और 88 में कोई सार्व गुणनखंड नहीं है। अतः, हम दिए गए व्यंजक का गुणनखंडन जहाँ 
तक हो सकता था, कर चुके हें। इस प्रकार, 
204293 + 32679% - 442? (59 + 84) 


[8४ गणित 


टिप्पणी: (*) से अंकित चरण महत्त्वपूर्ण हैं। इनमें इस नियम का प्रयोग किया गया है कि समान 
आधार वाले एकपदियों को गुणा करने के लिए उनके घातांकों का योग किया जाता है 


रा उजअइतकल रत 
इस नियम से हमने लिखा: | 


हा धीजंबरा वा वा 5 ८7१८६ और 8१-68? 9८४ 
उदाहरण 3: 55०7 + 220? के गुणनखंड ज्ञात कीजिए। | 
. हल: यहाँ दोनों पदों में कोई सार्व अक्षर संख्या नहीं है। अतः, 5522 और 220% का प्र मात्र 
गुणांकों 55 और 22 का प्ततऋ़, अर्थात्‌  है। इस प्रकार, 
5502? + 2205. - ]] ५ 54? + ]] » 20* 
८ ]] (5८? + 297) 

अतं;, अभीष्ट गुणनखंड ! और (5८: + 2४9 हैं। 
टिप्पणी: एक स्थिति और भी जटिल है। उदाहरणतः, 42+ 32 का गुणनखंडन तो हो ही 
नहीं सकता। ।:2+ 39? को :<(८:+ 322) लिखना अर्थहीन होगा। गुणनखंडन किया तो 
इसलिए जाता है कि बीजीय व्यंजक को कुछ सरलतर बीजीय व्यंजकों के गुणनफल के.रूप 
में लिखा जा सके। ह 

अब दो से अधिक पदों वाले बीजीय॑ व्यंजकों के गुणनखंडन का मार्ग स्पष्ट हो गया है। 
दो पदों का. प्र( ज्ञात करने के स्थान पर, अब हम व्यंजक के सभी पदों का प्र/ ज्ञात कर 
लिया करेंगे। 
उदाहरण 4: 3५७१ + 54283 + 2!408? के गुणनखंड ज्ञात कीजिए। 
हल: इस व्यंजक में तीन पद 3८४2, 5८%१' और 265%? हैं। 
अआअरण ॥: व्यंजक के पदों के गुणांक 3, 5 और 2। हैं। इन गुणांकों का प्त८ स्पष्टतया [3].है। 
चरण 2: पदों में आने वाली अक्षर संख्याएँ & और 2 हैं। ८ के घातांक , 2 और 3 हैं। इनमें 
। न्यूनतम है। अत:, प्र? में एक गुणनखंड [द] है। 9 के घातांक 2, 3 और 2 हैं। इनमें न्यूनतम 

है। अतः, प्र८फ में & वाला पद [90] है। 

अरण 3: पर07 3 3८६» 6? < 3०5 है। 

अब व्यंजक के तीनों पदों को इस प्रकार पुत्र: लिखेंगे कि 3८४० प्रत्येक पद का एक 
गुणनखंड हो। तब 

3407 + [56%? + 2409? < 3607 ३८ | + 3607 >९ 560 + 368? > पद? 

> उ.6* ([ + 540 + 747) 

इस प्रकार, दिए गए व्यंजक के गुणनखंड .3०४१ और (+568 + 74?) हैं। 


बीजीय व्यंजकों का मृषमखंडन [80 
5 पदों के पुन: समृहन बबारा शुणनखंडन ह 
द्विपदों और त्रिपदों के गुणनखंडन में हमारी पहली क्रिया व्यंजक के सभी पदों में से सार्व _ 
गुणनखंड को बाहर निकालने की थी। कभी-कभी ऐसा करना संभव नहीं होता, परंतु व्यंजक 
के पदों को समूहों में बाँटकर प्रत्येक समूह में से एक सार्व गुणनखंड बाहर निकालना संभव होता 
है। उदाहरण के लिए 
9 + 9 +250+ 2. 
में से कोई सार्व गुणनखंड नहीं निकाला जा सकता। परंतु पदों को : 
(५ + »9) + (2::+ 2) 
के रूप में समूहित कर, पहले समूह में से ». और दूसरे समूह में से 2 को बांहर निकाला जा 
सकता है। अतः, दिया गया व्यंजक इस प्रकार लिखा जा संकता है 
आ»(४+ ) + 2(४+ ) ॥ 
अब स्थिति रोचक हो जाती है। दोनों समूहों में (४+) सार्ब गुणनखंड है। अतः, व्यंजक को 
(४+ ) 20 9+ (४+ ) >८ 2 
ह +(४+ ) % (9+2) 
के रूप में लिखा जा सकता है। देखिए, किसी एकपदी को बाहर निकालने के स्थान पर एक 
दूविपद्‌ को बाहर निकाल लिया गया है। इस प्रकार; व्यंजक दो गुणनखंडों का गुणनफल बन गया... 
है। तो हमने क्या कर डाला? हमने दिए गए व्यंजक का गुणनखंडन कर दिया। गुणनखंडन को 
इस विधि को समूहन दूवारा गुणनखंडन करना कहते हैं। यह विधि प्राय: त्रिपदों और चार या चार 
से अधिक पदों वाले ब्यंजकों के गुणनखंडन में लाभप्रद सिद्ध होती हे। 
उदाहरण 5: 29+ 6:+»+3 का गुणनखंडन कीजिए। | ्ि 
हल: ध्यान दीजिए कि पहले और तीसरे पद में » एक सार्व गुणनखंड है। दूसरे और चौथे पद 
में 3 एक सार्ब गुणनखंड है। अतः, हम पहले और तीसरे पद को एक संमूह में, और शेष दो पदों 
को एक अन्य समूह में डालेंगे। इस प्रकार, 


20४9 + 00 + 9 + 3 ८5 (20४ + 9) + (6: + 3) 
# (2.४ + ]) + 3(2४ + ) 
रे (25 + ),(9 +-3) 


अप पक + 
३0१). सगाई 


!'ी: प्रायः, पदों को कई प्रकार से समूहित किया जा सर्कता है। ऊपर के उदाहरण में, हम 
ऐसा भी कर सकते थे 
209 + 0४+ 9 + 3 5 (259 + 62) + (५+ 3) 
5 20 ८ (५४+3)+ | % (9 + 3) 
» (9५+ 3) (2: + )) 
- (22+ ) (»+ 3), पहले की भाँति 


8 & शर्लशाधिकाओं से पघगाोश सलाह पणनर्तंठम 


आपको बताया गया था कि निम्नलिखित सर्वसमिकाएँ अत्यंत उपयोगी हैं 
[... (७+ 2) ८ ८? + 247 + 2* 
तर. (६-89)? - ८१ - 260 + ४) 
तप. (६+ 82) (६-४) 5 ८१- 8 
अब उदाहरणों द्वारा बीजीय व्यंजकों के गुणनखंडन में इन सर्वसमिकाओं की उपयोगिता दिखाई 
जाएगी। 
जदाहरण! ७; 46८2-25 का गुणनखंडन कीजिए। 
४: दिए गए व्यंजक को दो वर्गों के अंतर के रूप में इस प्रकार लिखा जा सकता है; 
बंद -25<(2647- (5) ' 


८ (26+ 5) (2-5) [सर्वसमिका एक का प्रयोग करके] 
उदाड़ 9/? -- 64? का गुणनखंडन कोजिए। 
हमने 9%#९ - 64? « (379)? - (44)? * 
(39 + 44) (39 - 44) [सर्वसमिका गा द्वारा] 


उदाहरण 8: 49%? - (28 + 30% का गुणनखंडन कोजिए। 
हल; 49॥7 - (2# + 37१5 (7/॥)? -- (28 + 30) 
 [7#% + (20 + 30)) (7% - (20 + 37) [सर्वसमिका [ए दवारा] 
न (उका + 7 + 30 (7४ - >& - 37) 
इस प्रकार, आपने देखा कि जब भी कोई व्यंजक दो वर्गों का अंतर हो, तब इसका गुणनखंडन 
सर्वसमिका गा के प्रयोग दवारा किया जा सकता है। 
सरलता से गुणनखंडन किए जा सकने वाले व्यंजकों का एक अन्य विशिष्ट स्वरूप है, ऐसा 
त्रिपद्‌ जो किन्हीं दो पदों के वर्गों के योगफल और इन पदों के गुणनफल के दुगुने का योगफल 
या अंतर हा। दूसरे शब्दों में, हमारा तात्पर्य निम्नलिखित स्वरूप वाले व्यंजकों से है: 
(४)+ (७ै+2% 4» 2 या (८)*+ (9)2-2 ५ 6५८ 9 


बीजीय व्यंजकों का गुणनखंडन ]09। 


उदाहरण 9: १ + 8:+6 का गुणनखंडन कीजिए। 
हल: दिए गए व्यंजक को पुनः इस रूप में लिखा जा सकता है: 
अं + 85 + 6 ८ (5)? + (4१72+ 2 «८ ४ »८ 4 
5 (ह&+ 4)? [सर्वसमिका ॥ के प्रयोग द्वारा] 
| (& + 4) (४४ + 4) 
उदाहरण 0: 9%? + 442 - 2 ## का गुणनखंडन कीजिए। 
हलः 9#77 + 47 -- [2कराह 5 (ऊ#07 + (2४)? - 2 % 3क्ना > 2# 
न (३8 - 20) [सर्वसमिका ॥]] 
मै (377 - 20) (378 - 208) 
उदाहरण : ०2 - 249 + ४१- ८* का गुणनखंडन कीजिए। 
हल; ध्यान दीजिए कि सर्वसमिका पर का प्रयोग कर, पहले तीन पदों को हम पुन: (४-४)? के 
रूप में लिख सकते हैं। इस प्रकार 
2 -- 260 + 2*-- ८*- (ध - 2) - (८)* 
| [((४-89)+८] [((४-४७)- ८] [सर्वसमिका पा] 
पे (6-89+ ८) (ध- 2 - ८) हु 





ह प्रभ्गावली 8. 
4, निम्नलिखित एकपदियों का महत्तम समापवर्तक (प्न/9) ज्ञात कीजिए: 
0) 2८ और 07 (0) 2॥>ल्‍4 और 49 #व* 
(ग) 64११८ और 2740८? (५) 600% और - 70? 
(९) 56०2, - 252" और 006 (शं) 4] 20०, 36%%०८ और [740८ 


(शा) 298, 49 और 623 
2. निम्नलिखित व्यंजकों के पदों का प्र" ज्ञात कीजिए; 


(0). 2 + [060 + 204/ (9) ३४४ + 9 ४४ - ]2 ४५४४ 
() -4् - 6476 -- 20670: (6५) 4-४ + 205 + 40 
3. निम्नलिखित द्विपदों का गुणनखंडन कीजिए; 
6) 7+2 ; () 6०-2 
(त) 4१+ 26 ह (५) [0४+ 55» 
(ए) मद ऊ 2 ह -.. (९) 3४9+ 699 


(जो) - 6# + 200४  (स)2%-44 + 00794 


2 


4 [] 


0. 


गणित 
निम्नलिखित व्यंजकों के गुणनखंड ज्ञात कोजिए: 


0) 20 - 60 - 002 (स्‍) -0609 + 20906 + 406१0? 
(7) 0 - !599 + 20८3 (9०) बकरट + क्यो + 4व 
निम्नलिखित का गुणनखंडन कीजिए: 

6) 2542 - ४? (9) 497? - 36 

(9४) 46/8+ -- 92:0५? (0५) ६१४९ -. 9 


(७०) (70 + 200* - 6777 
किसी व्यंजक के वर्ग के रूप में व्यक्त कीजिए और फिर गुणनखंडन कीजिए 


() ८ + 86+ 6 (0) 7:- 00 + 25 

(0 वंच - 86 + 4 6०) 250 + 305+ 9 

(५) 496 + 84479 + 36685 (ए) 2]#7 -- 8877 + 6#2 
निम्नलिखित प्रत्येक व्यंजक का गुणनखंडन कीजिए; 

76) ऋ([४+७)+ 9४+ 99 () (05७+ 42) +59+2 
00) (5७ - 20.0 - 89 + 259 (५) (69-49) + 6- 9५% 
गुणनखंडन कीजिए: ह 
(0) #४+ 4४ (0) 6% - 48% 

(ी) 7 + 29? 6५) 50४ - 729? 

(५) 63८ - 2%४ (७) (7- 4)7 - (72 + 4) 

(शा) 20 + 25४ + 2 टू ा (जा) ३८१ - 96४ - 274१८ 
गुणनखंडन कीजिए: 

0) (४४+ 7 - 2४2) - ४ (0) (256ः + ८४ + ]04८) - 497? 
(री) व[ए/ + 977+ 24 + दर (9) (व + दो + 9 + | 

जितना कम संभव हो, उतने कम घात वाले गुणनखंड ज्ञात कीजिए: 

(0) ०-४ | () #४- 256 

(0) #/-(5+ 2) 6४) #-(- 


[संकेत: ८4 ८ (८१), ७४८ (४2)? आदि।॥ 


नकारना “हज 


लीजीय व्यंजकों का गुणनखंडन . [9३ 


याद रखने योग्य बातें 

कुछ संख्याओं और बीजीय व्यंजकों को गुणा करने पर जो व्यंजक गुणनफल के है 
में प्राप्त होता है, मूल संख्याएँ और व्यंजक इस गुणनफल के गृणनखंड या गुणक 
अपवर्तक कहलाते हैं। 

कुछ दी गई एकपदियों का महत्तम समापवर्तक (प्न८टफ़) इन एकपदियों के गुणांकों 
के पटफ और सभी एकपदियों में आने बाली अज्षर संख्याओं की न्यूनतम घातों को 
गुणा कर प्राप्त किया जाता है। 

किसी द्विपद्‌ का गुणनखंडन , द्विपद के पदों के स़्८फ़ को बाहर निकालकर किया 
जा सकता है। 

तीन या उससे अधिक पदों वाले व्यंजकों का गुणनखंडन कभी-कभी पदों का 
उपयुक्त समूहन कर, और भिन्‍न-भिन्‍न समूहों में से सार्व गुणनखंड बाहर निकालकर 
किया जा सकता हे। 

कभी-कभी बीजीय व्यंजकों के गुणनखंडन में सर्वसमिकाएँ भी उपयोगी रहती हैं। 





.बनत लनन लत गान शिननीलििनन नन्सनिनिलि निजता क्‍्नफिट 





9.] भुभिका 
पिछली कक्षा में, आपने सीखा कि एक या एक से अधिक अक्षर संख्याओं वाले समता के कथन 
को समीकरण कहते हैं। इन अक्षर संख्याओं को अज्ञात या चर कहते हैं। चर का ऐसा प्रत्येक 
मान जो दिए गए समीकरण को संतुष्ट करे, समीकरण का हल या मल कहलाता है। आपने 
किसी समीकरण को हल करने के कुछ नियम भी सीखे थे। इन नियमों के प्रयोग से आपने एक 
चर वाले कुछ रैखिक समीकरणों को हल करना सीखा था। इन सभी समीकरणों के हल पूर्णाक 
थे। इस अध्याय में , इन नियमों का विस्तार एक चर वाले ऐसे रेख़िक समीकरणों के हल के लिए 
किया जाएगा जिनके हल परिमेय संख्याएँ भी हो सकती हैं। हम कुछ शाब्दिक समस्याओं को 
भी हल करेंगे। इसके लिए पहले इन समस्याओं को समीकरणों के रूप में बदलेंगे और फिर इन 
समीकरणों को हल करेंगे। 
9.2 एक चर वाले रेखिक समीकरणों का हल 
आइए, समीकरणों को हल करने के लिए कक्षा श में सीखे गए नियमों को दोहराएँ। ये नियम 
निम्नलिखित हें 
समीकरण के समता चिह्न (-) में कोई अंतर नहीं आता, यदि हम 
[. समीकरण के दोनों पक्षों में समान संख्या जोड़ दें। 
॥. समीकरण के दोनों पक्षों में से समान संख्या घटा दें। 
गा. समीकरण के दोनों पक्षों को समान शून्येतर संख्या से गुणा कर दें। 
[५. समीकरण के दोनों पक्षों को समान शून्येतर संख्या से भाग कर दें। 

इन नियमों का प्रयोग इस प्रकार किया जाता है कि अंत में समीकरण के एक पक्ष में केवल 
अज्ञात अथवा चर ही रह जाए। | 
अब इन नियमों के प्रयोग से कुछ समीकरण हल किए जाएँगे। 


शक्क चर वाले रखिक समीकरण [95 


3 
उदाहरण १: 4#+ - ₹5 को हल कीजिए 
हि 
इलः 4८+ २55 0 
3 3 3 
थी: हक 28 की कर (दोनों पक्षों में से -- घटा कर और नियम का प्रयोग करने पर) 
3 
या कत्ठ-पु (2) 


3 (दोनों पक्षों 
या. 5%405525-5%7- ( दोनों पक्षों को 5 से गुणा कर और नियम गा का प्रयोग 
करने पर) 
या 20४ 5 25 - 3 
या 205 ८ 22 


या 20:+ 20-22 + 20 (दोनों पक्षों को 20 से भाग देकर और नियम 9५ का प्रयोग करने पर) 


ो _2ट || 
40 पद? 
जाँच: ४>-+ के लिए, [प्ञ5>45+ - 43८---+-2- 5 
कक 5 १0 5 


ओर एात5 - 5 


[] 
अर्थात्‌, क्रा$ >राप्र$ हुआ। अतः, ल्‍पूद दिए गए समीकरण का हल या मूल हे। 


हर 5 
उदाहरण 2: 4727 6 को हल कीजिए। 
हल हे 3 न 6 
नमः त्ठुः () 
& . 5. -5 
या -- >6+ _ (दोनों पक्षों में - जोड कर) 
3 2 2 
या «2 (2) 
द 30%.) 


398._ गणित 


या 3; ब्रत 36५ न (दोनों पक्षों को 3 से गुणा करने पर) 


गया 5 ]6+- हे 
जज 
मी. 
य ही 2 


5] 
इस प्रकार, >> दिए गए समीकरण का हल है। 


२ 5 5] 5 
जांच! ४5 ५: के लिए , [.त8 ० -->-< 
नम डे 293 2. 


और एल्त5- 6 


5 
, अर्थात्‌, [क्ल$ >ाराप्र$ हुआ। अतः,& 2 दिए गए समीकरण का हल है। 


टिप्पणी: उदाहरण ॥ में, () के दोनों पक्षों में से 5 घटाने के प्रभाव पर ध्यान दीजिए। 


यह स्पष्ट हो जाता है कि [,छ$ का कप ! रप्त$ में - हि बनकर आ गया है [देखिए (2)]। 


है मे अति 
हम कहते हैं कि + ! दूसरे पक्ष में है 5 बल मरा (#75757०5८4) हो गया है। इसी 


प्रकार, उदाहरण 2 में, () के दोनों पक्षों में पि जोड़ने के प्रभाव पर ध्यान दीजिए। यह देखा 


जा सकता है कि [प्त& का - प्र , राप्त$ में मप्र बनकर उपस्थित होता है [देखिए (2)]। 


हे में +2 शांतरित है 
हम कहते हैं कि - 5 दूसरे पक्ष में + 3 बनकर पर हो गया है। इस प्रकार, किसी पद 


के पक्षांतरण से तात्पर्य सीधे-सीधे इसका चिह्न बदलकर इसे समीकरण के दूसरे पक्ष में ले 


जाने से होता है। दूसरे शब्दों में, पद का + चिह्न दूसरे पक्ष में जाकर - में बदल जाता है 


और विलोमतः भी। 


एक चर वाले रेखिक समीकरण  ॥97 
उदाहरण 3: 3:-2 (2४- 5) 52 (४+3)- 8 को हल कीजिए। 
हल: यहाँ हम देखते हैं कि ५ समीकरण के दोनों पक्षों में उपस्थित है। पहले हम दोनों पक्षों के व्यंजकों 
को सरल करेंगे। हम दोनों पक्षों को युगपत रूप से ( ब्ंग्रय्ाध#20०0०79 ). सरल कर सकते हैं। 
सरलीकरण के बाद, हम समीकरण को हल करने के नियमों का प्रयोग कर सकते हैं। इस प्रकार, 

32४-2 (2-5) 52 (४+ 3) - 8 

या 3:-4%+0 ८2£४+6-8 (दोनों पक्षों को युगपत रूप से सरल करने पर) 
यो -४+ ]0 ८522-22 


यां -४-2:+05-2 (2» को [.ल8 में पक्षांतरित करने पर) 
या -3..+ |0 ८-2 
या -32 5-2-0 (0 को एप में पक्षांतरित करने पर) 
या - 3.2 ८: - 2 


या -3£४+(-3) 5-2<- (-3) (दोनों पक्षों को-3 से भाग देकर) 
या ऋच-व 
इस प्रकार, ४< 4 अभीष्ट हल है। 
जाँच: 4 के लिए , [9-3 4-2 (2%4-5) 
<]2-6<6 

और . . रस्तछ8 52 (4+3)- 8 

| . +6 
अतः, ॥9 -राप्र$ है। 
इस प्रकार, ४54 दिए गए समीकरण का अभीष्ट हल हे। 


उदाहरण 4 पा पल शा को हल कीजिए। 


हलः 6%+॥. कि 7४-३3 
2 3 
या 0४+[+2 _ 7-3 
2 3 
या 5%+3 रा 0 आर 5 
2. 3 





(.प$ के व्यंजक का सरलीकरण करने पर) 








[00 गणित 


या 6» (0»+3) _62(7४-3) (दोनों पक्षों को 2 और 3 के (५ से गुणा करने पर) 


2 ु 
या 3 (6४+ 3) < 2 (7४ -3) 
या 8:+ 9 - ]45- 6 (दोनों पक्षों के व्यंजकों को सरल करने पर) 


या 8% - 45<- 6 -- 9 (45 को [राप्र5 से | छ॒$ में, और 9 को ॥.प$ से एराप्त$ में 
पक्षांतरित करने पर) 
या 4:८5 -5 


या पड तर (दोनों पक्षों को 4 से भाग देकर) 
]5 
इस प्रकार, दिए गए समीकरण का हल &<- हा है। 


]5 
(5 ष्ू प) 
जाँच: ४ 5>- गन के लिए, ॥,प॒५ - बल धर +] 





-5 _05-_ 
बज 3 05-2 
और 2 22 अल आम 


अर्थात्‌, ॥.प5 +राप॒5 है। 


5 है 
अत॥ औड दिए गए समीकरण का हल हे। 


हक का लाल सखखिए राकेश. 9७५ 


उदाहरण 8: 0.6:+ 0.8 - 0.28: + .6 को हल कीजिए। 


0,60४ + 0.8 - 0.28% + .6 


0.65- 0.28:+ 0.8 - .6.. (0.28 को .प॒& में पक्षांतरित करने पर) 





(+ 0.8 को शाप्त5 में पक्षांतरित करने पर) 


(दोनों पक्षों को 0.32 से भाग देकर) 


9 हि लदाहरो 
इस प्रकार, ४--> अभीष्ट हल है। आप अपने हल की सत्यता की जाँच उद ] से 4 





हल: 
या 
या 0.327+ 0.8 - .6 
या 0.32: - .6 - 0.8 
या 0.32% ८ 0.36 
या 0.32: हु 0.36 
0.32... 0.32 
या कि 
32 
गा 
कं 
8 
की भाँति कर सकते हैं। 
निम्नलिखित समीकरणों 
न 
४ 45... |]5 
8 
3 3४८ 3४-५८ 
5 
5. ४+7 न 0 
3 
ह। ८८0 हर 7४-3 
2 


प्रश्नावली 9.॥ 
पमीकरणों को हल कीजिए और हलों की जाँच कीजिए; 


2. 


57-35 3४-55 








- 77- 2 
#- सी दा 
3 


उ-डे आकर [॥ 
हि सन के 


जे 6 














700) गणित 

9, 3३(४-3) ८ 5(2४+ [) 0. 5(४-4) - 2(9- 9) + 0(४+ 0) 5८ 0 
44., 3(5४-7) + 2(95- ) 5 4(8-./- 7) - [] 

]2., 4(3४ + 2) - 506४ - ]) 5 2(४/ - 6) - 0(7४ - 4) + 4७ 


3. 0.6(5%5- 2) 5 0.45+ 7 4, 0.25 (49-3)  0.5/-9 
खडे 
5. 2.25(22+ 8) 552 -3 ]6. 4 बज 
77 के 8. 2-3 (४+) 5 55-7 
2 4 3 2 
4... अंहौओ 
३ न मु < 
व 2 गा 0 | ८ 
49, 89+ 3५ ह ]+5%+- 29 0 पर न्‍ 


9.3 रैखिक समीकरणों का व्यावहारिक समस्याओं में अनुप्रयोग 


बहुत-सी व्यावहारिक समस्याओं में ज्ञात और अज्ञात संख्याओं में कुछ संबंध आते हैं, जिन्हें 
गणितीय व्यंजकों में व्यक्त किया जा सकता है। कक्षा शा में, हमने ऐसी कुछ समस्याओं को 
बीजीय व्यंजकों में, और कुछ दशाओं में, समीकरणों में बदलना सीखा था। दी गई समस्या 
के संगत समीकरण प्राप्त करने के बाद, समस्या का हल हम केवल समीकरण को हल 
करके प्राप्त कर सकते हैं। ये समस्याएँ प्राय: शब्दों में कही जाती हैं। इसी कारण इन 
समस्याओं को हम बहुधा शान्दिक समस्याएँ (४ठाव |#०शाट्क5) कहते हैं। कुछ शाब्दिक 
समस्याएँ नीचे दी गई हैं 
(0) दो संख्याओं का योगफल 52 है। यदि एक संख्या दूसरी से 0 अधिक हो, तो दोनों 
संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 
(0) जेकब के पिता की वर्तमान आयु जेकब की आयु की तीन गुनी है। पाँच वर्ष बाद दोनों 
की आयु का योगफल 70 वर्ष होगा। दोनों की वर्तमान आयु ज्ञात कीजिए 
(४) एक आयत की लंबाई उसकी चौड़ाई के दुगुने से 8 मी कम है। यदि आयत का परिमाप 
56 मी हो, तो उसकी लंबाई ओर चौड़ाई ज्ञात कीजिए। 
किसी शाह्दिक समस्या का हल दो भागों में किया जाता है। पहले भाग में समस्या का 
सूत्रण करते हैं और समीकरण बनाते हैं। जबकि दूसरे भाग में समीकरण को हल करते हैं। 
समीकरण का यह हल शाब्दिक समस्या का हल देता है। सूत्रण वाले भाग में निम्नलिखित 
चरण आते हैं 
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चरश्ण 4: समस्या को ध्यान से पढ़िए और इस बात पर ध्यान दीजिए कि क्‍या दिया गया है 
और क्या ज्ञात करना हे। 
चरण 2: अज्ञात को किसी अक्षर जैसे कि » », 2, ४, » » आदि से व्यक्त कीजिए। 
आशण 3: जहाँ तक संभव हो समस्या के कथमनों को प्रत्येक चरण / प्रत्येक शब्द अनुसार 
गणितीय कथरनों में बदलिए। 
चरण 4: वह राशियाँ खोजिए जो बराबर हैं। इन राशियों के लिए उपयुक्त व्यंजक लिखकर 
समीकरण बनाइए। ह 

जहाँ तक दूसरे भाग का संबंध है, आप पहले ही जानते हैं कि किसी समीकरण को 
कैसे हल किया जाता है। फिर भी, बुद्धिमत्ता इसी में होगी कि यह जाँच लिया जाए कि 
प्राप्त हल समस्या में दिए गए प्रतिबंधों को संतुष्ट करता है या नहीं। अब कुछ उदाहरणों 
दूवारा ये सभी चरण समझाए जाएँगे। 
उद्दाहरण 6: दो संख्याओं का योगफल 52 है। यदि एक संख्या दूसरी से ।0 अधिक हो, 
तो दोनों संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 
हल: पहले समस्या का सूत्रण करते हैं। यहाँ संख्याएँ अज्ञात हैं। माना कि छोटी संख्या » है। 
अत;, दूसरी संख्या »+ 0 है। । 
अब दोनों संख्याओं का योगफल <»+ (3 + 0) 5 2:+ 0 
समस्या के अनुसार, यह योगफल 52 है। 
। 2%+ 0 5 52 
अब सूत्रण बाला भाग पूरा हुआ। अब इस समीकरण, अर्थात्‌ 2४+0 552 को हल करेंगे 
अब 20+ 0 ८ 52 


च्न्न्न( 


या 205 52-0 (0 को एप्त$ में पक्षांतरित करने पर) 

या 20 < 4.2 ह 
42 नो ' को । 

या कण (दोनों पक्षों को 2 से भाग देकर) 

या >> 2] 


» के इस मान से शाब्दिक समस्या का हल इस प्रकार प्राप्त किया जाएगा: 
छोटी संख्या 2। है और दूसरी 2/ + 0 5 3 है। 


8... णित 


इस प्रकार, दोनों संख्याएँ 2। और 5 हैं। 

जाँच: 2] + 3 < 52, अर्थात्‌ संख्याओं का योगफल 52 है। 

साथ ही, 3] - 2] 5 ]0, अर्थात्‌ 3), 2। से 70 अधिक है। 

उदाहरण 7: जेकब के पिता की वर्तमान आयु जेकब की आयु की तीन गुनी है। पाँच वर्ष 
बाद दोनों की आयु का योगफल 70 वर्ष होगा। दोनों की वर्तमान आयु ज्ञात कीजिए। 


हंत्ा: माना कि जेकब की वर्तमान आयु -> वर्ष 
अतः, उसके पिता की वर्तमान आयु ८ 3< वर्ष 
अब 5 वर्ष बाद उनकी आयु निम्न होंगी: 
जेकब: (४+ 5) वर्ष 
और जेकब के पिताः (3%+ 5) वर्ष 
अतः, 5 वर्ष बाद उनकी आयु का योगफल < (४+ 5) वर्ष + (3४ + 5) वर्ष - (4. + 0) वर्ष 
समस्या के अनुसार, यह योगफल 70 वर्ष है। 


अतः, 4%2+ 0 5 70 
या 45 -- 70 - 0 
बा 4.४ ८ 60) 
50 
या स्द 7 क5 || 5 
जी 


इस प्रकार, जेकब की वर्तमान आयु < 5 वर्ष 

और जेकब के पिता की वर्तमान आयु -3» 5 वर्ष - 45 वर्ष 

जाँच: 45, 5 का तीन गुना है। अर्थात्‌ जेकब के पिता की आयु जेकब की आयु की तीन 
गुनी है। पाँच वर्ष बाद जेकब की आयु (5 + 5) वर्ष - 20 वर्ष होगी और जेकब के पिता 
की आयु (45 + 5) वर्ष - 50 वर्ष होगी। 

दोनों की आयु का योगफल (20 + 50) वर्ष - 70 वर्ष होंगा। ऐसा ही समस्या में बताया 
भी गया है। 

उतह्ृशण 8: मेरे पास कुछ पाँच रुपए वाले और कुछ दो रुपए वाले सिक्‍के हैं। दो रुपए 
वाले सिक्‍कों की संख्या पाँच रुपए वाले सिक्‍कों की संख्या की चार गुनी है। यदि मेरे पास 
कुल ]7 रु हों, तो प्रत्येक प्रकार के सिक्‍कों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


लव: माना कि पाँच रुपए वाले सिक्‍कों की संख्या « है। 
दो रुपए वाले सिक्‍कों की संख्या - 4. 
कुल राशि -(६४५८5+4-५2) रु 


कार 
किंतु यह राशि 7 रु दी गई है। 
अत: , 3%- 47 
7 
या की पत्र 
या ८59 


इस प्रकार, 5 रु वाले सिक्‍कों की संख्या < 9 
और 2 रु वाले सिक्‍कों की संख्या >4/< 9- 36 
जाँच: 36, 9 का चार गुना है। 
और फिर कुल राशि 5 (9५८5+362»८2) रु 
-(45+72) रू 7 रु 
ऐसा ही समस्या में बताया भी गया है। 
उदाहरण 9: एक आयत की लंबाई उसकी चौड़ाई के दुगुने से 8 मी कम है। यदि आयत 
का परिमाप 56 मी हो, तो उसकी लंबाई और चौड़ाई ज्ञात कीजिए। 
हल: माना कि आयत की (मीट्रों में) चौड़ाई -> (आकृति 9.)। 
* (मीटरों में) उसकी लंबाई -2£- 8 


2-8 





2258 


आकृति 9.7 


20. गणित 


अतः, आयत का परिमाप - (2:-8+.८+ 2.:- 8 +») मी 


-(6£:- 6) मो 

किंतु परिमाप 56 मी बताया गया है। 

* 6/- 6 556 
या 6४८ 56+ 6 
या 6% ८ 72 
मा ५ 22 

रु ध श््सु 
या ऋझ्2 


इस प्रकार, आयत की चौड़ाई 5 2 मी 

और लंबाई < (2:-8) मी ८(2%2-8) 5 6 मी 

जाँच: लंबाई - (2 » |2- 8) मी ८ 6 मी और परिमाप -2(6+ 2) मी ८ 56 मी है, 
जैसा कि समस्या में दिया भी गया है। 

उदाहरण 0: पदुगकिखियों के झुंड का पाँचवाँ भाग कदंब के फूल पर बैठ गया और तीसरा 
भाग सिलिंप्री के एक फूल पर। इन संख्याओं के अंतर का तीन गुना उड़कर कुटज के फूल 
पर जा बैठा। बची हुई एक मधुमक्खी चमेली और पंदानस की आनंददायक सुगंध से मोहित 
हो हवा में इधर-उधर भिनभिनाती हुई चक्कर काटने लगी। हे सुंदरी! मधुमक्खियों की संख्या 
तो बताओ। 


हल: माना कि भधुपक्खियों की संख्या » है। 
धुमक्खियों ४ जो 
कदंब पर बैठी म॑ की संख्या - द 
भे 5 ५ ३ गे यु है 
और सिलिंकश्ी पर बैठी मधुमबिखियों की संख्या < हर 


उड़कर कदंब और सिलिंध्री पर जा बैठी मधुमक्खियों की संख्याओं का अंतर 


पा चओ टः धर डे 
हि ८ 0 ३५ 
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कुटज पर जा बैठी मधुमक्खियों की संख्या « रत - | 


3 
बे 


श्ड्‌ 


3 
| 


मधुमक्खियों कौ कुल संख्या > कदंब पर बैठी मधुमविखियाँ + सिलिंभ्री पर बैठी 
मधुमव्खियाँ + कुटज पर बैठी मधुमक्खियाँ + । (बची हुई) 


या कह 222! 
8५ दवा हा दर | 
रॉ _उ>2+35%+02+45 
धर [5 
या 45% ८5 [4..+ 5 
या झअप्य5 


अत:, मधुमक्खियों की संख्या 5 थी। 
(5 [रे 5) 


५! ॥5 हे 
जाँच: 5-5४ जम हू 5-[3+5+3 (5-3)]55- (8+ 6) 5 4, 


और यही समस्‍या में दिया भी है। 


प्रश्नावली 9.2 
किसी संख्या के दुगुने में 7 जोड़ने पर 49 प्राप्त होता है। संख्या ज्ञात कीजिए। . 
किसी संख्या के तिगुने में से 22 घटाने पर 68 प्राप्त होता है। संख्या ज्ञात कीजिए 
वह संख्या ज्ञात कीजिए, जिसे 7 से गुणा कर 3 घटाने पर 53 प्राप्त हो। 
दो संख्याओं का योगफल 95 है। यदि एक संख्या दूसरी से 3 अधिक हो, तो संख्याएँ 
ज्ञात कीजिए। 
तीन क्रमागत पूर्णाकों का योगफल 24 है। पूर्णांक ज्ञात कौजिए। 
सुब्रमन्‍्यम की माता की वर्तमान आयु सुब्रमन्‍्यम की आयु की छ: गुनी है। पाँच बर्य जाद 
उसकी आयु सुब्रमन्‍्यम की आयु से 20 वर्ष अधिक होगी। दोनों की दर्तदन टाए उस 
कीजिए। ह 


5: रे हज हट 


रिहा 


6, 


पॉप 
किसी आयत की लंबाई उसकी चौड़ाई से 4 मी अधिक है। यदि आयत का परिमाप 
84 मी हो, तो आयत की लंबाई और चौड़ाई ज्ञात कीजिए। 


]5 वर्ष बाद शीला की आयु उसकी वर्तमान आयु की चौगुनी हो जाएगी। उसकी 
वर्तमान आयु क्‍या है? 


, 3000 रु की राशि 63 पुरस्कारों के रूप में दी जानी है। प्रत्येक पुरस्कार यदि 00 रू 


का हो या 25 रु का हो, तो प्रत्येक प्रकार के पुरस्कारों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


. एक पर्स में 250 रु की राशि 0-0 और 50-50 रुपए के नोटों में है। यदि 0 रुपए 


वाले नोटों की संख्या 50 रुपए वाले नोटों की संख्या से | अधिक हो, तो प्रत्येक प्रकार 
के नोटों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


, एक आयत की लंबाई उसकी चौड़ाई के दुगुने से 2 सेमी अधिक है। यदि आयत का 


'परिमाप 28 सेमी हो, तो आयत की लंबाई और चौड़ाई ज्ञात कीजिए। 


, एक संख्या को दो ऐसे भागों में बाँठ गया कि एक भाग दूसरे से 0 अधिक है। इन 
. भागों का अनुपात 5 : 3 है। संख्या तथा उसके दोनों भाग ज्ञात कौजिए। 


« 35 विद्यार्थियों की एक कक्षा में, बालिकाओं की संख्या बालकों की संख्या का पर 


है। कक्षा में बालकों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


. 200 व्यक्तियों में 50000 रु की राशि पुरस्कारों के रूप में बाँटी जानी है। पुरस्कार या 


तो 500 रु का है या 00 रु का है। प्रत्येक प्रकार के पुरस्कारों की संख्या ज्ञात कीजिए। 


. शांति लाल ने अपनी संपत्ति का पाँचवाँ भाग पुत्र के लिए, पाँचवाँ भाग पुत्री के लिए 
* और शेष अपनी पत्नी के लिए छोड़ा। यदि पत्नी के भाग की संपत्ति का मूल्य 


288000 रु हो, तो शांति लाल की कुल संपत्ति का मूल्य ज्ञात कीजिए। 


यदि किसी संख्या में से प्र घटा कर अंतर को 4 से गुणा करने पर 5 प्राप्त होता हो, 


तो वह संख्या ज्ञात कीजिए। 


. अमरजीत के पास भूमि का एक आयताकार टुकड़ा हे जिसके चारों ओर बाड़ लगाने 


में 300 मी त्तार लगा। यदि भूमि के इस टुकड़े की लंबाई उसकी चौड़ाई की दुगुनी हो, 
तो उसकी विमाएँ ज्ञात कीजिए। 


8. 


(9 ) 


20. 


कक ७४४45 28७०५७६७६०५ 


यु 
कप ९ 
कर कै 
हू 


शद्य पर पक सभाओं समीकरण. था। 
प सी पेटियाँ है | 
हमीदा के पास अलग-अलग फलों की तीन पेटियाँ हँ। पेटी &, पेटी छ से 2 दर किग्रा 
! तीनों पेटियों 
अधिक भारी है और पेटी ८, पेटी 8 से 0.[ किग्रा अश्विक भारी है। यदि तीनों पेटियों 


का कुल भार 48 य् किग्रा हो, तो पेटी & का भार ज्ञात कौजिए। 
सरिता और जूली एक ही स्थान से विपरीत दिशाओं में चलना आरंभ करती हैं। यदि 


जूली 2 धि किमी / घंटा और सरिता 2 किमी / घंटा की चाल से चले, तो कितने समय 

में वे एक-दूसरे से 8 किमी दूर होंगी? 

हिरनों के झुंड में से एक-चौथाई वन में चले गए और एक-तिहाई एक मैदान में चरते 

रहे। शेष 5 नदी के तट पर पानी पीने लगे। हिरनों की कुल संख्या ज्ञात कीजिए। 
याद रखने योग्य बातें 

चर का कोई भी मान, जो समीकरण को संतुष्ट करे, समीकरण का हल या मूल 

कहलाता है। 

समीकरण के समता चिह्न में कोई अंतर नहीं आता, यदि हम समीकरण के दोनों 

पक्षों 

0) में समान संख्या जोड़ दें। 

(४) में से समान संख्या घटा दें। 

(8) को समान शून्येतर संख्या से गुणा कर दें। 

(9५) को समान शून्येतर संख्या से भाग दे दें। 

किसी पद के पक्षांतरण से तात्पर्य होता है, पद का चिह्न बदलकर उसे दूसरे पक्ष 

में ले जाना। 

किसी शाब्दिक समस्या को हल करने के लिए, अज्ञात को किसी चर से व्यक्त 

कर, समस्या के कथमनों को प्रत्येक चरण / प्रत्येक शब्द अनुसार गणितीय कथन 

अर्थात्‌ समीकरण में बदलिए और तब इस समीकरण को हल कीजिए। 


208 गणित 





बीजगणित, अथात्‌ दाएटजद शब्द ॥ल्ुचाऋांता बाणितएृकणवांगोी: नोमक पुस्तक के 
शीर्षक से लिया गया है। यह पुस्तक लगभग 825 ई. में बगदाद निवासी एक अरब गणितज्ञ 
मोहम्मद इब्न अलख्वारिज़्मी ने लिखी थी। वास्तव में, यह पुस्तक भारतीय गणितज्ञों के कार्य 
पर आधारित थी। सर्वप्रथम बीजगणित के क्रमबद्ध अध्ययन का श्रेय भारतीय गणिततज्ञों को 
ही जाता हैं। गणित के विख्यात इततिहासविद्‌ हरमव हकल (मालामातारह खंकाहई) ने 
लिखा है; 

“यदि बीजगणित से तात्पर्य हर प्रकार की जटिल राशियों पर अकगणितीय सक्रियाओं 
के अनुप्रयोग से है .......... , वो बीजगणित के वास्तविक आविष्कारक हिंबुस्तान के विदृवान 
ब्राह्मण हैं। 

ऐसे संकेत मिलते हैं कि ईसा से लगभग 800 वर्ष पूर्व बेबीलोनवासियों औ 
मिस्त्रवासियों को बीजगणित का कुछ ज्ञान था। बेबीलोनवासी अज्ञात का प्रयोग करते थे। 
यूनान में डायोफैंटस ( एक्रोदमए), 250 ई,) ने अनिर्धार्य (छ॑शटाएंा॥/20 समीकरणों पर 
कुछ कार्य किया था। 

परंतु सही अर्थों में बीजगणित को कहानी भरदे में जापणट अन्य 570 ई.) के साथ 
आरंभ होती है। ह 

इस तथ्य की महत्ता सबसे पहले आर्यभट ने समझी कि एक सी गणितीय समस्याओं 
को एक सामान्य विधि से एक स्राथ ही हल किया जा सकता है। (उदाहरण के लिए 
८४ + 2 50 को हल करने से समस्त रेखिक समीकरणों का हल मिल जाता है।) यह 
बीजगणित का मंत्र है। इसी के कारण बीजगणित, दशमलव पंद्धति के बाद, गणित का 
सबसे अधिक उपयोगी अस्त्र है। इस प्रकार, जहाँ डायोफैंटस तीन समीकर्णों को तीन 
समस्याओं के रूप में हल करते थे, वहाँ आर्यभट तीनों को एक ही समस्या के रूप में हल 
करते थे। 

आर्यथ्रट के बाद उनके कार्य को ब्रह्मयुप्त ने आगे बढ़ाया। ज्ल्लगुप्त को यह कार्य करने 
में सुविधा हुई ऋण संख्याओं, शून्य और भिन्‍नों से (जो आर्यभट के समस में उपलब्ध 
नहीं थीं)। समीकरणों को हल करने की उनकी विधि ठीक वर्तमान विधि जैसी थी। उन्होंने 


पाह्ा 


मे श्स्ा सनभाकरणओ | फ्लं (४26 ॥) 5 गिकारण प्टि स् स्रे मभिद्थ पक दायजात 


एक चर जाणे रमिक समीकाण . शाप 


अनिर्धार्य समीकरण ] भी हल किया, जो कई शताब्दियों के बाद फर्मा (#८ऋवध/!) ने एक 
चुनौती के रूप में प्रस्तुत किया, और जिसे ब्रूकर (8/०४४८८०/) ने त्रह्मगुप्त की भाँति हल 
किया। ब्रह्मगुप्त ने बहुत-सी ज्यामितीय समस्याओं को भी बीजगणित की सहायता से हल 
किया। 

भारत में बीजगणित के स्वर्ण-युग की समाप्ति हुई भास्कर (4 ई.) के साथ, 
जिन्होंने संकेतों के प्रयोग की महत्ता समझी। यों तो एहम्स पेपिरस (.4॥८ ५ 226[707%5) , जो 
ईसा से लगभग 550 वर्ष पूर्व लिखा गया एक भोजपत्र है, में अज्ञात संख्या को ढेरी के अर्थ 
वाले शब्द ॥6॥ से व्यक्त किया गया है, फिर भी अज्ञात संख्याओं के लिए एक वर्ण ( अक्षर) 
के प्रयोग का श्रेय भारतीयों को ही जाता है। उन्होंने रंगों जेसे काला, नीला, पीला आदि के 
प्रथम वर्णों का, नी, पी आदि का प्रयोग किया। इन वर्णों का प्रयोग और इनको विभिन्‍न 
घातांकों के साथ लेने की विधि भारत में सामान्य बात थी। 


रमन न्‍ अमन जप अर्थ करना जनथमअ "0 “अर 





0.। भूमिका 
त्रिभुजों और उनके कुछ गुणों के बारे में आप कक्षा ७] में पढ़ चुके हैं। उदाहरणार्थ, आप जानते 
हैं कि 


6) त्रिभुज के तीनों कोणों का योग 80 होता है। 
(४) त्रिभुज का बाह्य कोण अपने दोनों अभिमुख अंतः कोणों के योग के बराबर होता है। 
(॥) त्रिभुज की किन्हीं दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा से बड़ा होता है। 

हम भुजाओं तथा कोणों के आधार पर त्रिभुजों के वर्गीकरण के बारे में भी पढ़ चुके हैं! 
त्रिभुजों के बहुत से रोचक गुण हैं। इनमें से एक गुण, जो भुजाओं एबं सम्मुख कोणों से 
संबंधित है, इस प्रकार है: “एक त्रिभुज में बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं।' 
इस कर्थन का विलोम भी सत्य है। इसी प्रकार का एक अन्य गुण समकोण त्रिभुज से 
संबंधित है। त्रिभुजों से जुड़ा एक और महत्त्वपूर्ण गुण कुछ रेखाखंडों के संगामी (८602#7९४/) 
होने से है। इस अध्याय में, हम इन सभी गुणों का अध्ययन करेंगे। इन गुणों का सत्यापन हम 
त्रिभुज की रचनाओं के क्रियाकलापों दूवारा करेंगे। इसलिए हम पहले कुछ भुजाओं तथा कोणों 
के आधार पर त्रिभुजों की रचना करना सीखेंगे। 
0,2 त्रिभुजों की रचना 
दिए हुए मापों के आधार पर किसी त्रिभुज की रचना करने से पूर्व, हमें उस त्रिभुज की एक 


अनुमानित आकृति बनाकर त्रिभुज की दी हुई मापें दर्शानी चाहिए। इससे वास्तविक त्रिभुज को 
रचना में प्रयुक्त विभिन चरणों को समझने में आसानी होगी। 


विभूजों के बियय में कुछ और  2॥। 

40.2.4. ब्िभूज की रखना जबकि उसकी दो भुजाएँ और उनके बीच का कोण दिया 
हो (४७६४ विभुज रचना ) 

दिया है; एक त्रिभुज ?0॥२ की दो भुजाओं की लंबाइयाँ २ > 5 सेमी, (0-3 सेमी तथा 
उनके बीच का कोण 7-70 । 
रचना करनी हैः त्रिभुज 70/? की, जिसकी दो 
भुजाएँ तथा उनके अंतर्गत कोण दिया है। 
पहले हम त्रिभुज (२ की हाथ से अनुमानित . 
आकृति बनाकर दी हुई मापों को दर्शाते हैं [आकृति 
0. (4)]। 





रचना के चरण: 
4. 5 सेमी लंबाई का एक रेखाखंड शर खींचिए [आकृति 0.6॥)]। 


(7) 
2, बिंदु? पर चाँदे की सहायता से 70" का कोण 
एशाशर बनाइए [आकृति 0.] ()]। 
हर 


रबर (77) 
3, किरण ?५ से 3 सेमी का रेखाखंड ?९() काटिए है 


[आकृति 0, (9)]। 








»।2 गणित 


4. 0४ को जोडिए [आकृति 0.] (५)]। 
इस प्रकार, प्राप्त त्रिभुज 7()२ ही वांछित त्रिभुज है। 





5 सेमी गर 
/ (५) 
आकृति 70,7 
0.2.2 त्रिभुज़ की रचना जबकि उसके दो कोण और उनके बीच की भुजा दी हुई 
हो ( १8७ पत्रिभुज रचना ) 

दिया है; त्रिभुज 880 के दो कोण .“ & ८50", ./ 8 70" तथा इनके बीच की भुज 
७8 -4 सेमी। 
रचना करनी है; एक त्रिभुज की, जिसके दो कोण / 
तथा बीच की भुजा ज्ञात है। 
पहले ७५७8८ की अनुमानित आकृति हाथ से बनाकर 
दी गई मापों को दर्शाते हैं [आकृति 0.2 (१)]। 


रचना के चरण: (४) 
१, 4 सेमी लंबाई का एक रेखाखंड खींचिए [आकृति 0.2 (४)]। 


6 पक्षी  छे छः 
(४7४) 
2. चाँदे की सहायता से & पर “58 < 50० 
बनाइए [आकृति 0,2 (॥8)]। 


री. 4 सेमी ि 
(हा) 


ब्रिभुजों के बियय में कुछ ओर 
3, बिंदु 8 पर चाँदे की सहायता से .“५84 -70? 
बनाइए [आकृति 0.2(॥५)]। 


4, &# तथा 8९ का प्रतिच्छेद्‌ बिंदु ० ज्ञात कीजिए 
[आकृति 0.2(५)]। 
इस प्रकार, प्राप्त त्रिभुज ७30 ही वांछित त्रिभुज है। 


र 4 सेमी छ 
(१) 
आकृति 0.2 





"5 


उदाहरण १: एक त्रिभुज ७$80 की रचना कीजिए जिसमें 80 - 4 सेमी, 8 -0" तथा 


“0९-70 है। 
हल: त्रिभुज बनाने से पूर्व त्रिभुज की एक अनुमानित 
आकृति हाथ से बनाते हैं। अनुमानित आकृति बनाते 
समय (आकृति 0.3) , हम पाते हैं कि इस त्रिभुज 
को बनाना संभव नहीं है। क्या आप बता सकते हैं 
क्यों? रे ]0" 
छ 4 सेमी... 


आकृति 0.3 | 


रे 7 0 0, 


20५... गणित 
याद कीजिए कि कक्षा 6 में आपने त्रिभुज के कोणों के योग के बारे में क्या पढ़ा था। इस गुण 
के अनुसार ७७8९ में, 
2७ + 28 + “(0 < 80९ 
परंतु, जैसा दिया है, 
28 + “05 80% 
अर्थात्‌ ८0 + ८23 + “0 > 80९ 
इसलिए, इस त्रिभुज की रचना असंभव है। 
टिप्पणी: «54 त्रिभुज रचना करने से पूर्व, यह जाँच आवश्यक है कि दिए हुए दोनों कोणों का योग 
80" से कम होना चाहिए। यदि यह प्रतिबंध संतुष्ट नहीं है, तो अभीष्ट त्रिभुज की रचना असंभव है। 


0,2,3. त्रिभुज की रचना करना जब उसकी तीनों भुजाएँ दी हुई हों ( 8४५ प्रिभुज 
रचना ) | ४ 

दिया हैः एक त्रिभुज की भुजाएँ 4 सेमी, 5 सेमी तथा 2.5 सेमी हैं। 

रचना करनी है: दी हुई भुजाओं वाले त्रिभुज की। 

पहले हम हाथ दूवारा अनुमानित त्रिभुज &80 बनाकर 

इसकी भुजाएँ दर्शाते हैं [आकृति 0.4()]। 





रचना के चरण: 
॥. रेखाखंड 8० - 5 सेमी खींचिए [आकृति 0.4(॥)]। 


ि 5 सेमी ड कै 
(४) ह 
2, 89 को केंद्र मानकर तथा 4 सेमी (8) 
त्रिज्या लेकर व॒ृत्त का एक चाप खींचिए 7७४४7 छह: 


[आकृति 0.4(॥)]। (87) 


त्रिभुजों के लियय में कुछ और. 25 
3, (को केंद्र मानकर तथा 2.5 सेमी (-»८) त्रिज्या लेकर वृत्त का एक चाप खींचिए जो पहले 
चाप को बिंदु & पर काटे [आकृति 0.4(4५)]। 





आकृति 0.4 
4, ४ को बिंदुओं 8 और ० से जोड़िए [आकृति 0.4(५)|। 
इस प्रकार, प्राप्त ७७8८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। 
उदाहरण 2 : त्रिभुज 707 की रचना कीजिए जहाँ 70-2 सेमी, 
(072-3 सेमी तथा 7२-6 सेमी है। 
हल : अभीष्ट रचना से पहले हम 670२ की एक अनुमानित आकृति 
हाथ से बनाते हैं। अनुमानित आकृति (आकृति 0.5) बनाते समय, हम 
पाते हैं कि इस त्रिभुज की रचना संभव नहीं है। क्या आप बता सकते हैं 
क्यों? याद कीजिए कि आपने कक्षा 6 में त्रिभुजीय असमिका के बारे में 
पढ़ा था। इसके अनुसार, त्रिभुज की किन्हीं दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा 
से बड़ा होता है। #पज्न् 2 
क्योंकि इस त्रिभुज में दो भुजाओं 70 (52 सेमी) तथा 0 आकृति 0.5 
(“3 सेमी) का योग तीसरी भुजा २ (-6 सेमी) से छोटा है, अर्थात्‌ 
ह ?0+ 07२ < एर है, 
इसलिए त्रिभुज की दी हुई तीनों भुजाएँ त्रिभुजीय असमिका को संतुष्ट नहीं करतीं। अतः, अभीष्ट 
त्रिभुज की रचना अंसभव है। 
ट्ष्यणी : जब भी तीन दी हुई भुजाओं वाले त्रिभुज की रचना करनी है, अर्थात्‌ $$8 प्रतिबंध 
के अंतर्गत त्रिभुज की रचना करनी हो, तो यह देख लेना चाहिए कि क्या भुजाओं की लंबाइयाँ 
त्रिभुजीय असमिका के प्रतिबंध को संतुष्ट करती हैं या नहीं। 
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0,0,4 सम्रकोण त्रिभज की रचना जब कर्ण एवं एक भुजा दिए हुए हों 
( शितद् त्रिभुज रखना ) 

दिया है: एक समकोण त्रिभुज 79% का कर्ण 97- 4.2 सेमी, 8-90" तथा छ7< 3.8 सेमी। 

रचना करनी है: एक समकोण त्रिभुज की, जबकि इसका कर्ण एवं एक भुजा ज्ञात है। 

हम पहले हाथ से »/»झ% की अनुमानित आकृति 

बनाते हैं तथा इसके कर्ण एवं भुजा को इंगित करते वि आओ 2 


हे शक 
हैं [आकृति 0.6() ]। 














907 
छ 3.8 सेमी पा 
रचना के चरण: ी 
3, एक रेखाखंड ॥97< 3.8 सेमी लंबा खींचिए ३6 मरा कक 
[आकृति 0.6(४)]। ह ह (0) 
. 2. 8पर <डह्ाऋ- 90" बनाइए [आकृति 0.6(॥)]। न 
| र्फूः 
(पी ४ हा आह 6 
| 907 04 पल मकर 
क > पाज्ा 7 ४. उसेनी ० 
(77४) (77) 


3, को केंद्र मानकर 4.2 सेमी (अर्थात्‌ कर्ण) त्रिज्या वाले वृत्त का एक चाप खींचिए, जो 
किरण 9४ को 7) पर काटता है [आकृति 0.6(00)]। . 


4, # को जोडिए [आकृति 0.6(५)॥। 
इस प्रकार, प्राप्त ७9% ही अभीष्ट त्रिभुज है। 





आकृति 0.6 


ाछणफ़्फ 


9 


0., 
॥॥. 


]2. 
3. 


त्रिमुजों | लिषय में कुछ और  27 
प्रश्नावतली 0.॥ 

एक «»४(' की रचना कीजिए जिसमें 8 < 70", ७3 < 4.8 सेमी एवं 820 - 5.2 
सेमी हो। 
एक समद्विबाहु त्रिभुज >५7 की रचना कीजिए जिसमें ९7 - #7- 4.3 सेमी तथा 
27.< 80% हो। 
एक त्रिभुज 7977 की रचना कीजिए जिसमें 85 5 सेमी, 797- 4 सेमी तथा 
270 - 50" हो। 
एक त्रिभुज 70९ बनाइए जिसमें 20 - 4.5 सेमी, (॥२<4 सेमी तथा /(-9१0०० हो। 
एक «७३८ खींचिए जिसमें «28 < 70", /(: - 50" तथा 80१ - 5,] सेमी हो। 
एक «79% बनाइए जिसमें 7) - 00", 285 <> 60" एवं 7)8 - 5.4 सेमी हो। 
एक «४४7०. की रचना कीजिए जिसमें ४7- 4 सेमी, ५ - 0% तथा “5 - 30% 
हो। [संकेतः .“7 प्राप्त कीजिए।] 
एक /७7(॥४२ की रचना कीजिए जिसमें 70 - 5 सेमी, »“?< 40" तथा «₹-45० हो। 
एक त्रिभुज &8८! की रचना कीजिए जिसमें «8 - 4.5 सेमी, 80'- 5 सेमी तथा 
(0५-८6 सेमी हो। 
एक समबाह्‌ त्रिभुज की रचना कीजिए जिसकी प्रत्येक भुजा की लंबाई 4.5 सेमी हो। 
एक समद्विबाहु त्रिभुज &80 खींचिए विसमें 7()- ?१- 4.2 सेमी एवं (२-3.6 सेमी 
हो। 
एक «/शार खींचिए जहाँ [/ - 5 सेमी. ३८ 5.6 सेमी एवं २], - 4.2 सेमी हो। 
नीचे त्रिभुज के कुछ कोणों एवं भुजाओं के माप दिए हैं। इनमें से किन त्रिभुजों की रचना 
संभव नहीं है और क्यों? शेष त्रिभुजों की रचना कीजिए। 
(0) <८& 5 85", >8 5 !5" ४8 - 5 सेमी। 
(0) “0 <- 30", २ - 60", (0२ > 4.7 सेमी। 
(॥) ४४ 5 70९, 8 5 50", ८! - 3 सेमी। 
60) था, - 95९, <प - 00९, ]./ < 5 सेमी। 
(७) &8 - 4 सेमी, 80" - 2 सेमी, ०» < 2 सेमी। 
(शं) ए७ - 3.5 सेमी, (२ ८ 4 सेमी, श२ - 3.5 सेमी। 
(शा) ५ - 3 सेमी, ४7 - 4 सेमी, ४7. - 5 सेमी। 
(शा) 98 - 4.5 सेमी, 8ए ८ 5.5 सेमी, 798 - 4 सेमी। 


78 गणित 

4. एक समकोण त्रिभुज खींचिए जिसका कर्ण 5 सेमी लंबा तथा एक भुजा 3 सेमी लंबी हो। 

45., एक समकोण त्रिभुज &80: बनाइए जिसमें “8 - 90%, ७8 > 3 सेमी तथा छ82<« 
6.4 सेमी हो। 

6. एक समकोण त्रिभुज 70२ बनाइए जिसमें (0 < 90", ए२ - 6 सेमी एवं (२ - 4 सेमी 
हो। 

47. एक समदूविबाहु समकोण त्रिभुज »80! बनाइए जिसमें <(! - 90९ तथा 820 - »0 < 
4 सेमी हो। 


0.3 शम्रदतिषाहु जिभुज के शुण 

हम जानते हैं कि समदविबाहु त्रिभुज की दो भुजाएँ बराबर होती हैं। इन बराबर भुजाओं के 
सम्मुख कोणों के बारे में आप क्‍या सोचते हैं? क्या ये कोण भी बराबर हैं? आइए क्रियाकलापों 
द्वारा इसका सत्यापन करें। 


'क्रियाक्कलाघ १: एक त्रिभुज ४38९: खींचिए जिसमें ७8 - ७(:- 3.5 सेमी तथा 80- 5 सेमी हो। 
65480 का अकक्‍्स कायज (#ब८फ़४ 9८7७) पर एक 


अक्य उतारिए। इस कागज को इस प्रकार मोडिए कि 
भुजा ४0 भुजा ४8 पर पडे। जब भुजा 0, 68 
को पूरी तरह ढक ले, तो कागज को दबाकर मोड 
का निशान प्राप्त कोजिए। अब कागज को खोलकर 
मोड के निशान के ऊपर एक रेखा «&7) खींचिए, जो 
80 को 9) पर मिलती है (आकृति 0.7)। अब 
कागज को पुन; ४ के अनुदिश मोड़िए जिससे आकृति 0.7 
895 भुजा ७0 पर तथा (09), छा) पर पडे। हम 

देखते हैं कि “0 ने .“8 को पूरी तरह ढक लिया हे। 

अर्थात्‌ 2७87 - “2७९०० है। 





क्रिशाकलाब 2: एक 0480 इस प्रकार खींचिए कि ७83 < 5 सेमी - ४ (: तथा 80१- 4 सेमी 
हो। “8 तथा “(0 को मापिए तथा “9 -.“0 ज्ञात कीजिए। इस प्रक्रिया को भिन्‍न माप वाले 
दो अन्य समद्विबाहु त्रिभुजों ५80 के लिए दोहराइए जिनमें ७8 - ७0 हो। इस प्रकार प्राप्त 





प्रिभजों के विषय में कछ और. 7[9 





हम क्या देखते हैं? उपर्युक्त सारणी में, हम देखते हैं कि “8 -.2८ या तो शून्य है या इतना छोटा 
कि नगण्य माना जा सकता है। इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि “8 - “८० है। 
इन क्रियाकलापों से प्राप्त होने वाला परिणाम है: 
यदि किसी त्रिभुज में दो धुजाएँ बराबर हों, तो उनके सम्मुख कोण भी बराबर होते हैं। 

या 
समदुविबाहु त्रिभुज में बराबर थुुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं। 
क्रियाकलाध 3: एक त्रिभुज »80 बनाइए जिसमें 8 । 
55९ - “0 तथा 82 - 5 सेमी है (आकृति 0.8)। | 
अक्स कागज पर ७७४3० का एक अक्स बनाइए। इसे 
मोड़कर, ०! को 8 पर इस प्रकार रखिए कि 80 के दोनों 
भाग एक दूसरे को ढक लें। दबाकर मोड का निशान 
बनाइए। इस स्थिति में, हम पाते हैं कि मोड का निशान 
शीर्ष & से होकर जाता है तथा भुजा ७८ ने भुजा ७8 को गा 
पूरी तरह ढक रखा है। इस प्रकार, हमें ज्ञात होता है कि #5क्च् 
&0- #8। 





आकृति 70.8... 
क्रकाकत्माष 4: एक ७७३९८ बनाइए, जिसमें 8 - “20! - 50" तथा 80 - 6 सेमी हों। ७8 
एवं &(: को मापिए तथा ७38 - «0 प्राप्त कीजिए। 
“३30 नाम वाले अन्य त्रिभुज अलग माप लेकर बनाइए, जिनमें 8 - “(0 हो। इनमें भी ७8 
एवं &(: को मापकर ७8 - &0 ज्ञात कीजिए। इन सभी प्रेक्षणों को निम्न सारणी में लिखिए 
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तीनों त्रिभुजों के लिए हम पाते हैं कि ७8 - ७० या तो शून्य है अथवा नगण्य। इस प्रकार, हम 
कह सकते हैं कि »&8 - «९ है। 

उपर्युक्त क्रियाकलापों से हमें निम्न परिणाम प्राप्त होता है: । 

यदि किसी त्रिभुज में दो कोण बराबर हैं, तो उनकी सम्मुख भुजाएँ भी बराबर होती 'हैं। 


उदाहरण 3: «70४ एक समद्विबाहु त्रिभुज है जिसमें 70 -॥शर है (आकृति 0.9)। यदि 
“(0< 70" है, तो शेष दो कोण ज्ञात कीजिए। 
8 


| 0" 





आकृति 0.9 
हल: «7१0४२ में, 
20 < एर 
अतः, <0 > <र (4) 
(त्रिभुज की बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं।) 
परंतु “<0<-70" (दिया है) 
<२ 5» 70" [0 से। 
हम जानते हैं कि 
“27? + “0 + <२ > 80% ह 
अर्थात्‌ <7? + 70% + 70९ < 80% हा 
अतः, 7 < 80% - 40% 
- 407 ग्रह 
इस प्रकार, त्रिभुज 70२ के बांछित कोण 7? - 40 
और ८२-70" हैं। 


उदाहरण 4: ७७४८ में, >2& - 50", 8 - 50% 
और “0-80 हैं (आकृति 0.0)। इस त्रिभुज £ 
की कौन-सी दो भुजाएँ बराबर हैं? आकृति 70.70 


व्रिभुजों के बिपय में कुछ और  752| 

हल: दिया है कि 2» - 50" - 8 है। 
अत:, इन कोणों की सम्मुख भुजाएँ बराबर होनी चाहिए। 
“४ की सम्मुख भुजा 80 और “98 की सम्मुख भुजा ४० है। 
इसलिए, ७७४3८ में «(! - 80 है। 
उदाहरण 5एक समद्विबाहु त्रिभुज ७80 में &8 - «० है (आकृति 0.)। यदि 
“« > 50" है, तो शेष दो कोणों को ज्ञात कीजिए। 
हलः:/४४३८ में दिया है कि 

38-40 
अतः, “0-28 
(त्रिभुज की बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं।) 
अब त्रिभुज के कोणों के योग के गुण के अनुसार, 

८७ + ८3 + <( 5 ]807९ 

क्योंकि. <« - 50 हे, 





अतः 28 + ८2९ 5 80९ - 50% 

नह [30 के कं 
परंतु कि के अ [() से| आकृति ॥0.। 
इसलिए, 2 28 ८ 30% 
या “83 < 65" < “(0 


उद्दाहरण 6: आकृति 0.2 में दिए गए समद्विबाहु ७९07२ में, » का मान ज्ञात कीजिए, जब 
९0 - श? हो। 
हल:आकृति 0.2 में, दिया है कि 


ए0 5 एर 

इसलिए 2२ - 20 | 
परंतु <0 5 30% (दिया है) अब 
अत; 22२ ८ 30९ न 


अब, त्रिभुज के कोणों के योग के गुण के अनुसार, 
“(0४२ + “(0 + <२ ८ 80? 

इसलिए, “0ए२- 80%" - (0 + <?२) 

807 - 60९ 

- 20" आकृति /9.72 





88.8 
हर 4 


गणित: 


2०0 + <20/२ > 80" (क्योंकि यह एक रैखिक युग्म बनाते हैं) 


अब 

अतः, “790 ८5 80? -- 4207 
८ 60? 

इसलिए > 5 60% 


बद्यहरण 7: आकृति 0.3 में, ७०0२ एवं ७507 समदविबाहु त्रिभुज हैं। ज्ञात कीजिए 


हालः 


अतः, 


0) <70४ एवं >2णशर0 
(॥0) “8४07२ एव 8२५ 
(9) > 
(0) «70४ में, दिया हे; 
ए0 + ए? 
<णशर२0 5 <2?0ए 


'कोणों के योग के गुण के अनुसार, 


या 
या 


अत:;, 


() 


अतः, 
पुनः, 


या 


अत:;, 


“7? + ८९0१२ + <?१() ८ 80? 
30? + “?(१२ + “79१00 5 80? 
<7(0२ + <?२00 ८ 80? -- 30? < 50? 


507 
“27908 < 2शर२0 - -:-- 5 75" [() से] 


2 
/$09 में, दिया हैः 
$0 > डर 
28२0 < 25072 


कोणों के योग के गुण के अनुसार, 
“$ + <$80%२ + <&२0 5 80% 
“$00 + ८8२0 5८ 80९ - “$ 
रू 807 - 70? 
+ ]0% 


]0? 
“807 >> <2शर0 ८ न कट 55०" [(3) से] 


() 


(2) 


(3) 


(4) 





आकृति /0.73 


बन 


त्रिधुजों के विषय में कुछ और 225 
(४) आकृति द्वारा, 
< + ८270२ - “80२ 
(2) एवं (4) से मान रखने पर, 


& ८ 75" - 55९ 
- 207? 
अत;, > ८5 207 


टिप्पणी: हमने आकृतियों 0.9, 0., 0.2 एवं 0.3 में, त्रिभुज की बराबर भुजाओं 
को एक ही प्रकार के चिह्नों से चिह्नित किया है। इसी प्रकार, हम बराबर कोण दर्शाने के लिए 
भी एक जैसे ही चिह्नों का प्रयोग कर सकते हैं। 


प्रश्नावली 0,2 
, यदि ७७४8८ में, 80 - ०« हो, तो कौन-से दो कोण बराबर होंगे? 

2. यदि »/)गक्ः में, 0 5 “7 हो, तो कौन-सी दो भुजाएँ बराबर होंगी? 

3. /7?0४२ एक समद्विबाहु त्रिभुज है, जिसमें 700 < श९ है। यदि 2२-45" हो, तो शेष 
दो कोणों के मापों को ज्ञात कीजिए। 

4. यदि समद्विबाहु त्रिभुज ४80 में, &8 - »०९ तथा “«& - 80" हो, तो “(८ का माप 
क्या होगा? 

5. यदि 0707२ में, 07- 0२ तथा »?<- 36" हो, तो »(0 का माप क्‍या होगा? 

6. 55४० में, 25 - 27 - 40" है (आकृति 0.4)। इस त्रिभुज की कौन-सी दो भुजाएँ 
बराबर हैं? 





५ ह ह 2 छः 5 बा) 
आकृति 70, 74 आकृति 70.75 
7, आकृति १0.5 में, भुजा 80 की लंबाई ज्ञात कीजिए। 


० 


(> 


रथ 


0, 


]], 


गणित 


आकृति 0.6 में, बराबर भुजाओं को समान 
चिह्नों से दर्शाया गया है। 

6) > (0) » (7) < 

के मान ज्ञात कीजिए। अपने उत्तर के कारणों 
को स्पष्ट कीजिए। 


आकृति 0.7 में, बराबर भुजाएँ एक जेसे 
चिह्नों से प्रदर्शित की गई हैं। ज्ञात कीजिए: 
0) <शर0 (0) <?ए२ 

अपने उत्तर के कारणों को स्पष्ट कीजिए। 


आकृति 0.8 में, &«80 समद्विबाहु है 
तथा 80 « &( है। यदि 2«&- 70" है, तो 
ज्ञात कीजिए: 

(4) 2580 और «०४8 

(॥) ४ एवं » के मान 

अपने उत्तर के कारणों को स्पष्ट कीजिए। 


आकृति 0.9 के ०0४ में 70 - ए?२ है। 
7. रेखा 20 पर एवं ॥॥ रेखा २ पर स्थित 
है तथा .५ रेखा (४ के समांतर है। निम्न 
कथनों के कारण लिखिए: | 

0) <0८- 2२ | 

(0) <श/॥ - <0। 

09) <एशा, - <ए | 

09०) <श]श/ - <एशा, । 

(५) #का. ७ एक समद्विबाहु त्रिभुज है। 


॥8] 
हि की हे 0! (/ ४ 
खिः 


आकृति 70.76 


2 
2 00" 
0] रे. 585 


आकृति ।0. 7 





आकृति 70. /& 


ए 
जा 
(2 रे 


आकृति 70, ॥9 


2, 


3. 


4, 


]5, 


आकृति 0.20 में, एक ही आधार 80 पर दो 
समद्विबाहु त्रिभुज »80 एवं 70980 बने हैं 
तथा बराबर भुजाएँ समान चिह्नों से चिह्नित हैं। 
यदि 2» - 607" तथा 2) - 40" हो, तो 
ज्ञात कीजिए: 

6) <&80 एवं <&«(08। 

() ८2980 एवं >2008। 

(0) <७४87 एवं “2«७८१)। क्‍या ये कोण 

बराबर हैं? 


आकृति 0.2 में दर्शाएं समद्विबाहु त्रिभुज 
670३ में, 70 ८ एर है तथा 7, 20 का 
दुगुना है। सभी कोणों के माप ज्ञात कीजिए। 


आकृति 0.22 द्वारा प्रदर्शित ७२0 में, 

7९0८5 सेमी, 07२ 5 6 सेमी तथा शर 

4 सेमी है। 

(६) क्या “0- 2२ हे? 

(॥) यदि नहीं, तो कौन-सा कोण बड़ा है? 

(॥8) बड़ा कोण बड़ी भुजा के सम्मुख है या 
छोटी भुजा के? 

453८ में, 80 - 5 सेमी, “0 < 40" एवं 

“8 - 50" है (आकृति 0.23)। 

(५) क्‍या &8 - ७० है? यदि नहीं, तो क्यों? 

(४) 88 और &0८ में से कौन-सी भुजा 
बड़ी हे? 

(79) बड़ी भुजा छोटे कोण के सम्मुख है या 
बडे कोण के? 


छ 





आकृति 70.20 
अरे 
' पर 

आकृति 70.2/ 


6 सेमी 
आकृति 70.22 


पु 


5 सेमी 
आकृति 0.23 





| 


एः 


220. गणित 
१0,4 पाइथागोरस प्रगेय 


क्रियाकलाप 5: तीन समकोण त्रिभुज खींचिए 
तथा प्रत्येक को &?९0२ से इस प्रकार 
नामांकित कीजिए कि “0 समकोण रहे 


(आकृति 0.24)। भुजाओं /, / एवं कर्ण 4 कर हु हे 
को मापिए। #%4१/” को परिकलित कौजिए आकृति 0.24 


तथा निम्न प्रकार सारणी में लिखिए; 









समकोण वर्ग 


02 मी 
क्रिुज हि का वि 4 07+ 7) 


3, 


हम क्या देखते हैं? सारणी से हम देखते हैं कि अंतर 4ः- (४2 + #2) या तो शून्य है 
या नगण्य। 


अर्थात्‌ 47-97 + +? | 
इस क्रियाकलाप से हम निम्नलिखित परिणाम निकालते हैं; 
समकोण त्रिभुज में कर्ण का वर्ग शेष दो भुजाओं के वर्गों के योग के बराबर होता है। 


दूसरे शब्दों में, यदि समकोण ९! वाला ७४8८ एक समकोण त्रिभुज है (आकृति 0.25), 
जिससे #8 कर्ण तथा »0 एवं ४८ शेष दो भुजाएँ हैं, तो 


(63)? - (80)? + (8८7): 








त्रिभुजों के विषय में कुछ और 227 





आकृति 79.25 


समकोण त्रिभुज की भुजाओं के बीच यह संबंध पाइथागोरस प्रमेय. (77;#6६०0/ध& 
7४८०/४४) के नाम से जाना जाता है। ईसा से लगभग 800 वर्ष पूर्व एक भारतीय गणितज्ञ 
बौधायन ने इस प्रमेय को इसके सर्वाधिक व्यापक रूप में व्यक्त किया था ओर उसे संख्यात्मक 
उदाहरणों द्वारा स्पष्ट किया था। बौधायन ग्रमेय को निम्न रूप में लिखा जा सकता हैः 
(एक आयत के विकर्ण पर बने वर्ग का क्षेत्रफल आयत की दोनों थुजाओं पर बने वर्गों के 
क्षेत्रफलों के योग के बराबर होता है।' 

इस प्रकार, आयत ७8079 (आकृति 0.26) के विकर्ण छा) पर बने वर्ग का क्षेत्रफल 
भुजाओं ७8 एवं »7 पर बने वर्गों के क्षेत्रफलों के योग के बराबर होगा! 


2०08 गणित 





' आकृति 70.26 


पाइथागोरस प्रमेय के अनुसार, समकोण त्रिभुज 880 में यदि ८ समकोण है, तो 
(७५४8)? (५0) + (80)*, डे 

जहाँ 83 कर्ण तथा ७0 एवं 80 अन्य दो भुजाएँ हैं। यहाँ से हम देखते हैं कि 

ह (७8)? > (७0)? एवं (७8)? > (802 

अर्थात्‌ 4$8 > 80! एवं &8 > 82 द 

इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि कर्ण समकोण त्रिभुज की सबसे लंबी भ्रुजा होती है। 


जिभजों के विपय में कुछ और. 229 
0.5. पाइथागोरस प्रमेय का बिलोम गा । 
क्रियाकलाप 6: एक त्रिभुज ७30 बनाइए जिसमें 
#॥8> 3 सेमी, &0< 4 सेमी तथा 80 - 5 सेमी 
हो (आकृति 0.27)। इस त्रिभुज में, संबंध 
802 - 882 + ४९0५ 
सत्य है, क्योंकि 5० - 32 + 4? होता है। 
इस त्रिभुज में, 8»८ क्‍या है? 
मापने पर ज्ञात होता है कि यह कोण 90" है। 
अर्थात्‌ ५५8८ एक समकोण त्रिभुज है। 
इसी प्रकार, एक त्रिभुज 7)%9 बनाइए जिसमें च्य थ 
98 - 3 सेमी, &8- 5 सेमी एवं न हि 
97 - 2 सेमी हो (आकृति 0.28)। 
लि मि! 32 सेक्रे 
यहाँ भी संबंध 
082 - छा + ए2: । 
सत्य है, क्योंकि 32 - 5? + 22 होता है। 
मापने पर ज्ञात होता है कि यह त्रिभुज भी समकोण 
त्रिभुज है, जिसमें आर - 90० है। 
अब एक त्रिभुज ?2२ बनाइए जिसमें ?0-< 4 | 
सेमी, 0-5 सेमी तथा छ२- 6 सेमी हो. # ४८ 
(आकृति 0.29)। हर 
यहाँ संबंध . 
छर२? - (0? + (२? ५2 5 सेमी मर 
सत्य नहीं है, क्योंकि 6? # 4? + 52 हे। आकृति 70.29 
मापने पर ज्ञात होता है कि सबसे लंबी भुजा 
श॒र का सम्मुख कोण “?0२ भी समकोण नहीं है। 
अर्थात्‌ ७९0१ समकोण त्रिभुज नहीं है। 





5 बीस 
आकृति 70.27 


आकृति 70, 28 


? 


230 गणित 
इन क्रियाकलापों द्वारा जो परिणाम प्राप्त होता है, उसके अनुसार 

यदि किसी त्रिभुज की एक भुजा का वर्ग शेष दो धुजाओं के वर्गों के योग के बराबर 

है, वो त्रिभुज समकोण त्रिथुज होता है 
अर्थात्‌ 
पाइथागोरस प्रमेय का विलोम सत्य है। 
तीन धनात्मक पूर्णाक ८, 9, ८ इसी क्रम में पाइथागोरीय त्रिक (7,#848०7दक #77%/26 ) 
कहलाते हैं, यदि ८? + ४2- ८? हो। 
(3, 4, 5) एक पाइथागोरीय त्रिक है। इसी प्रकार, (6, 8, 40) एवं (9, 2, 5) भी 
पाइथागोरीय त्रिक हैं। वस्तुतः, यदि (०, 8, ८) एक पाइथागोरीय त्रिक है और £ एक अचर 
है, तो (८, ४. ०?) भी एक पाइथागोरीय त्रिक होगी, जहाँ ८ - ०, 9 5 7४ तथा ८*- ४६८ 
है। यदि # एवं # दो धनात्मक पूर्णाक हैं एवं # > # है, तो 4- (४? - #7), 9 ८ (2#9), 
८८ (४? + ॥:2) लेने पर भी हमें एक पाइथागोरीय त्रिक प्राप्त हो जाएगी। यदि # ८ , # ८ 
2 लें, तो प्राप्त पाइथागोरीय त्रिक (3, 4, 5) होगी। इसी प्रकार, ऋ< 2, # 5 3 लेने पर 
(5, 2, 3) तथा ऋ- 3, # ० 4 लेने पर (7, 24, 
25) पाइथागोरीय त्रिक प्राप्त होते हैं। 
उद्याहरण 8:एक समकोण त्रिभुज की भुजाएँ 6 सेमी 
एवं 8 सेमी हैं। इसका कर्ण क्‍या होगा? 
हल: मान लें कि त्रिभुज ४80 का “८ समकोण 
है तथा भुजाएँ 80 - 6 सेमी एवं «0 - 8 सेमी हैं 
(आकृति 0.30)। 
पाइथागोरस प्रमेय के अनुसार, 
(#8)2 < (&0)2 + (80)? 





+ (8)? + (6) 
- 04 + 36 छ 6 सेमी ह (2 
+ 00 5 (0)? । | 

अतः, - ४83 < 0 सेमी >>... आकृति 70.30 . 


अर्थात्‌, त्रिभुज का कर्ण 0 सेमी है। 

उदाहरण 9:एक पेड़ 'का तना भूमि से 72 मी की ऊँचाई से दूटा, परंतु पेड़ से अलग नहीं 
हुआ। जिस स्थान पर पेड की चोटी ने' भूमि को छुआ, वह पेड़ के तने के आधार से 5 मी 
दूर था। टूटने से पूर्व पेड़ की ऊँचाई क्या थी? 0 


ब्रिभुज़ों के बिषय में कुछ और  23॥ 


हल: मान लीजिए कि पेड़ ४80, 8 पर से टूटा है तथा इसका शीर्ष & गिरने के बाद 
भूमि को 70 पर स्पर्श करता है (आकृति 0.3)। ं 
इस प्रकार, &8 - 79 है। 
समकोण त्रिभुज 8000 में, 80 - 2 मी 
तथा (70 - 5 मी है। 
अत;, पाइथागोरस प्रमेय के अनुसार 

(870)? < (80)? + (00) 

+ (2)2 + (5)? 





< 44 + 25 
-+ 69 
८ (3)2 
या छा) 5 3 
इस प्रकार, &38 ८ 30 - 3 मी: [() से] 
तथा पेड़ की टूटने से पहले ऊँचाई ७४0 - ७8 थ्ु 
+30-(3+ 2) - 25 मी आकृति 70.37 


उदाहरण 40:एक त्रिभुज की भुजाएँ क्रमश: 6 सेमी, 4.5 सेमी एवं 7.5 सेमी हैं। क्या यह 
त्रिभुज समकोण त्रिभुज है? यदि हाँ, तो. इसका कर्ण क्‍या है? 
हल: यहाँ त्रिभुज की भुजाएँ 6 सेमी, 4.5 सेमी एवं 7.5 सेमी हैं। साथ ही 

(4.5)? < 36 + 20.25 5 56.25, तथा (7.5)? > 56.25 
इस प्रकार, (7.5)2 ८ 6? + (4.5)? 
अतः, पाइथागोरस प्रमेये के विलोम के अनुसार, इन भुजाओं वाला त्रिभुज एक समकोण 
त्रिभुज है। साथ ही, 7.5 सेमी लंबी सबसे बड़ी भुजा इसका कर्ण है। 


प्रश्याचली 40.3 
4, त्रिभुज ४80, 0 पर समकोण है। यदि ७0 - 9 सेमी एवं 80 - !2 सेमी हो, तो 
पाइथागोरस प्रमेय द्वारा &8 की लंबाई ज्ञात कीजिए। 
2. निम्न में से प्रत्येक में समकोण त्रिभुज की दो भुजाओं के माप दिए हैं। प्रत्येक में कर्ण 
का वर्ग ज्ञात कीजिए। 
60) ८< १.5 सेमी, ४ - 2 सेमी (9) थ 5८ 2.5 सेमी, ४ ८ 6 सेमी 
67) 45०7.5 सेमी, ० ८ 8 सेमी 6५) ०४८ 4 सेमी, 9 - 48 सैमी 
(४) ०४ 0 सेमी, 9 5 24 सेमी ४ ' | 


जज 


गणित 


एक समकोण त्रिभुज का कर्ण 25 सेमी है। यदि एक भुजा 24 सेमी हो, तो दूसरी भुजा ज्ञात कीजिए। 
जब 7 मी लंबी एक सीढ़ी को किसी घर की दीवार के पास खड़ा किया जाता है, 
तो वह केवल खिड़की तक ही पहुँच पाती हे। यदि खिड़की भूमि से 5 मी ऊँची है, 
तो बताइए कि सीढ़ी का निचला सिरा दीवार के आधार से कितनी दूरी पर है। 

यदि एक समदविबाहु समकोण त्रिभुज के कर्ण का वर्ग 200 सेमी” है, तो प्रत्येक भुजा 
की लंबाई ज्ञात कीजिए। 

ज्ञात कीजिए कि निम्न में कौन-सी भुजाएँ समकोण त्रिभुज की भुजाएँ हो सकती हैं? 
() 4,,2 (7) 27,36,45 09) 4,48,50 

0५) 5,36,39 (४) 5,0,25 (भं) 2,35,37 

एक त्रिभुज 880 में, ७8 - । सेमी, 80! 60 सेमी एवं &0- 6 सेमी है। क्‍या 
6280 एक समकोण त्रिभुज है? यदि हाँ, तो कौन-सा कोण समकोण है? 

एक त्रिभुज ४80 खींचिए जिसमें ७० - 

4 सेमी, 80 - 3 सेमी और “(0 <05९ हो 
(आकृति 0.32)। &8 को मापिए। 

क्या (७8)? - (/()२ + (8८) है? यदि नहीं, 





तो निम्न में से क्‍या सत्य है? 0 
(७8)? > (५0)? + (80)? | 
या (58)? < (७0)? + (80) «<“एएक् 8 
40,6 त्रिभुज के शीर्षलंब आकृति 0.32 


आकृति 0.33 (3), (४), (॥) में दर्शाएं गए तीन त्रिभुजों ७802 पर विचार करें। आकृति 0. 
33 (3) में, 48८ एक न्यून कोण त्रिभुज है, आकृति 0.33 (॥) में, 80 एक समकोण : 
खै है 


खैः 





80.) ट 





आकृति 0.33 


त्िभुजों के विषय में कुछ और 233 
त्रिभुज है तथा आकृति 0.33 (॥9) में, ७80 एक अधिक कोण त्रिभुज है। तीनों त्रिभुजों 
में रेखाखंड »।॥, शीर्ष » से रेखा 80 पर लंब है। तीनों त्रिभुजों में ।, की स्थितियाँ भिन्न हैं। 
न्यून कोण त्रिभुज (१) में, बिंदु ।, त्रिभुज की भुजा 80 पर स्थित है; समकोण त्रिभुज (॥) 
में, बिंदु ।, शीर्ष 8 के संपाती है तथा 8 के अधिक कोण होने की स्थिति (॥9) में, 
।, भुजा 80 के बाहर, परंतु रेखा 80 पर स्थित है। 

रेखाखंड ७, शीर्ष » से 8८: पर शीर्षलंब (८४४;८०) कहलाता है। इस प्रकार, 
किसी त्रिभुज के शीर्ष से इसकी सम्मुख भुजा वाली रेखा पर डाले गए लंब रेखाखंड को 
त्रिभुज का शीर्षलंब (६४४४८) कहते हैं। 

प्रत्येक त्रिथुज में तीन शीर्षलंब होते हैं। प्रत्येक शीर्ष से एक शीर्षलंब प्राप्त होता है। 
क्रियाकलाप 7: एक त्रिभुज ७8८ बनाइए। शीर्षों & एवं 8 से सम्मुंख भुजाओं पर लंब ७9 
एवं 88 खींचिए [आकृति 0.34 (0), (8), 08)]। इन शीर्षलंबों को [आवश्यकता पड़ने पर 





न 2 ८. (0)88)/) ९ 
(7) ९3 (४) 
आकृति 70,34 
बढ़ाकर जैसा कि आकृति (38) में है| बिंदु प्र पर मिलने दीजिए। अब ०प्र को जोडिए और 
बढ़ा कर &8 के साथ छ पर मिला दीजिए। “0०४४ को मापिए। 
हम देखते हैं कि 2८% - 90" है, अर्थात्‌ ८7 48 है। इस प्रकार, (४२ तीसरा 
शीर्षलंब है तथा यह पहले दो शीर्षलंबों के प्रतिच्छेद बिंदु प्र से होकर जाता है। इसी क्रिया 
को और अधिक त्रिभुजों पर दोहराने पंर भी हमें यही तथ्य प्राप्त होता है। इस प्रकार, हम कह 
सकते हैं कि त्रिभुज के शीर्षलब संगामी (2०॥८४77८%) होते हैं। 
त्रिथयुज के शीर्षलंबों के संगमन बिंदु को त्रिथुज का लंबकेंद्र (०77#02९४77८ ) 
कहते हैं। ह | 


234. गणित 
टिप्पणियाँ: . यों तो त्रिभुज के शीर्षलंब रेखाखंड होते हैं, परंतु इनके संगमन गुण में 
शीर्षलंबों से हमारा तात्पर्य उन रेखाओं से होता है जिनके ये रेखाखंड (शीर्षलंब) भाग 
होते हैं। 

2. किसी त्रिभुज का लंबकेंद्र ज्ञात करने के लिए, केवल दो शीर्षलंब ही खींचना पर्याप्त है। 
यह लंबकेंद्र त्रिभुज के अभ्यंतर में, त्रिभुज पर अथवा त्रिभुज के बहिर्भाग में स्थित हो सकता 
है [आकृति 0.34 (3), (॥), (॥॥)]। 





१0.7 जिभुज की भाध्यिकाश 
एक त्रिभुज ७80 लीजिए (आकृति 0.35)। शीर्ष 
& को सम्मुख भुजा छ0० के मध्य-बिंदु 0) से 
मिलाएँ। इस प्रकार प्राप्त रेखाखंड «७7 त्रिभुज 
30 की एक माध्यिका (ऋट्थांध०) कहलाता 
है। इस प्रकार, ॥॒ आकृति 0.35 
त्रिभुज के किसी शीर्ष को सम्युख भुजा के मध्य-बिंदु से जोड़ने वाले रेखाखंड को त्रिभुज 
की माध्यिका कहते हैं। 

त्रिथुज के तीन शीर्ष होते हैं और प्रत्येक शीर्ष से एक माध्यिका प्राप्त होती है। अत:, 
एक त्रिधुज की तीन माध्यिकाएँ होती हैं। 


'क्रियाकलाप 8:एक त्रिभुज ७380 खींचिए। 80 
का 7 पर तथा ४0! का ४७ पर समद्विभाजन 
कीजिए। माध्यिकाएँ ») एवं 85 खींचिए तथा 
इनके प्रतिच्छेद बिंदु को 6 से अंकित कीजिए 
(आकृति 0,.36)। ०७ को मिलाइए तथा बढ़ाकर 
/ 3 के बिंदु 7 तक ले जाइए। अब &ए तथा छए 
को मापिए। क्‍या ७7-87 हे? हम देखते हैं कि 5 पिला कै 
छ, &8 का मध्य-बिंदु है, अर्थात्‌ (# त्रिभुज आकृति 0.36 
4४80 की तीसरी माध्यिका है। 


यदि हम यही क्रिया कुछ अन्य त्रिभुजों के लिए भी दोहराएँ, तो हमें यही तथ्य प्राप्त 


होता है। इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि त्रिभुज की तीनों माध्यिकाएँ संगामी होती हैं। 
माध्यिकाओं के संगमन बिंदु को त्रिधुज का केंद्रक (८७#०४) कहते हैं। 








ब्रिभूजों के बियय में फुछ और. 255 


डिप्पणी:त्रिभुज का केंद्रक प्राप्त करने के लिए इसकी दो माध्यिकाएँ खींचना ही पर्याप्त 
होता है। केंद्रक सदैव त्रिभुज के अभ्यंतर में ही स्थित होता है। 


प्रशनावली 08.,4 
3, रिक्त स्थान भरिए: ह 


0) त्रिभुज का शीर्षलंब वह ............. है, जो इसके किसी शीर्ष से सम्मुख भुजा 
$: «पी मलिक है। 

(0) जहाँ त्रिभुज के शीर्षलंब आपस में मिलते हैं, यदि आवश्यक हो तो बढ़ा कर, 
वह बिंदु त्रिभुज का ............. कहलाता है। 

(00) यदि त्रिभुज &80 अधिक कोण त्रिभुज है, तो इसका लंबकेंद्र त्रिभुज के 
मम स्थित होगा। 

60९) यदि «७४8८ में “८ समकोण है, तो इसके दो शीर्षलंब ............. ण्वं 
ही नमन होंगे। 

(४) यदि प्र, ७४83८ का लंबकेंद्र है, तो छप्त ............- पर लंब होगा। 

(७) त्रिभुज की माध्यिकाएँ ............ होती हैं। ह 

(शा) त्रिभुज की माध्यिकाओं के संगमन बिंदु को त्रिभुज का ............. कहते हैं। 

(श)यदि 6, ७७8८० का केंद्रक है, तो 06 भुजा ............. को समद्विभाजित 
करता है। द ह 

(9) त्रिभुज का केंद्रक उसके ............. में स्थित होता है। 


2. आकृति 0.37 में, &०0॥२ एक समदविबाहु 
त्रिभुज है, जिसमें 7(0 - शार है। बराबर भुजाओं 
पर दो माध्यिकाएँ (390 एवं ७ खींचिए। 
() माप कर सत्यापित कीजिए कि 





0० - रछ है। 
(४) क्‍या 08-॥२)9-..है? कारण बताइए। ... _ आकृति' 70.37 
3, 4/58८ का ८: समक्ोण है। क्या आन /क्िना शीर्षुलंब्र-खीचे, इसका . लंबकेंद्र ज्ञात कर 
“सकते, हैं? यदि हाँ: तो, हा कीजिए। ,, : 





के | ५ हर जप हा हू, ] 9... ०५ श्र 


236. गणित 
4. एक त्रिभुज ए0₹ इस प्रकार खींचिए कि .20- 0" हो। इसके शीर्षलंब श॒, एवं 
(0५४ खींचिए। मान लें कि ये प्र पर मिलते हैं। 7शप्न को जोडिए जो 70 (बढ़ाने पर) 
के साथ [४ पर मिलती है। ह 
0) क्या <राप७ 5 90" है? 
(४) क्या प्त॒ त्रिभुज के अभ्यंतर में स्थित है या बहिर्भाग में? 

5. एक त्रिभुज 7909 खींचिए जिसमें .“& - 90" हो। 0 एवं छ से सम्मुख भुजाओं पर 
माध्यिकाएँ 707? एवं ४0 खींचिए। मान लीजिए कि 707 एवं 50 बिंदु 6 पर काटती 
हैं। 7७ को जोडिए और बढ़ाकर 7)8 के बिंदु (१ तक ले जाइए। क्‍या ॥)₹ - २८ है? 
क्या घर, &9)४87 की माध्यिका है? | 

6. कागज भोडने के क्रियाकलाप द्वारा दर्शाइए कि त्रिभुज के शीर्षलंब संगामी होते हैं। 

7. कागज भोडने के क्रियाकलाप दूवास किसी समबाहु त्रिभुज का लंबकेंद्र ज्ञात कीजिए। 


8, इसी प्रकार प्रश्न 7 के त्रिभुज का केंद्रक ज्ञात कीजिए। 


40.8. त्रिभुज की भुजाओं के लंब समद्विभाजक 2 न्‍ 
आइए, एक त्रिभुज ९0२ पर विचार करें। भुजा 

0४२ के मध्य-बिंदु [, से (२ पर एक लंब शा, 

खींचिए (आकृति 0.38)। ॥// भुजा 0ए का 

लंब समव्‌विभाजक (क९फल्ाबांटांविा' 98८८४०7) 

कहलाता हे। 


भ्र्प 


आकृति 40.3& 
इस प्रकार, त्रिभुज की किसी भ्रुजा का लंब समद्विभाजक उस रेखा को कहते हें जो 
भुजा पर लंब हो तथा उसका समद्विभाजन भी करे। 
एक त्रिभुज की तीन भुजाएँ होती हैं। अतः, इसमें तीन लंब समद्विभाजक होते हैं| 


'क्रियाकलाप 9: तीन त्रिभुज खींचिए तथा प्रत्येक को &80 से नामित कीजिए। आकृति 
]0.39 (3) में त्रिभुज न्यून कोण त्रिभुज है, आकृति 0.39 (४) का त्रिभुज समकोण त्रिभुज 
है, जबकि आकृति 0,39 (9) में त्रिभुज अधिक कोण त्रिभुज है। 


त़िभुजों के विषय में कुछ और 237' 





(४) (४) (॥४) 
आकृति 0.39 ह 
तीनों में भुजाओं ७8 एवं 80 के लंब समद्विभाजक क्रमश: 7२5 तथा शा, खींचिए। 7२५ 
एवं शा, के प्रतिच्छेद बिंदु 0 से 00 4 ७० खींचिए जो ७० के साभ्च 0 पर मिले। «0 
एवं 00 को मापिए। हम देखते हैं कि ७0 - 00 है और इस प्रकार 70 भुजा &0 का लंब 
 समद्विभाजक है। इस प्रकार, 0 त्रिभुज ४8८ की तीनों भुजाओं के लंब समद्विभाजकों का 
सार्व बिंदु हुआ।.. . 
यही क्रिया कुछ अन्य त्रिभुजों में भी दोहराइए। प्रत्येंक॑ स्थिति में, हम यही पाते हैं कि 
त्रिभुज की भुजाओं के तीनों लंब समद्विभाजक एक ही बिंदु से होकर जाते हैं। इस प्रकार 
हम कह सकते हैं कि 
त्रियुज की थुजाओं के लंब समद्विभाजक सगामी होंते हैं। त्रिथुज की भुजाओं के लंब 

समद्विभाजक, जिस एक बिंदु पर मिलते हैं, उसे त्रिथुज का परिकेंद्र (८४४८४्श॥०४॥/१४) 
कहते हैं। 

टिप्पणी: ], त्रिभुज का परिकेंद्र ज्ञात करने के लिए किन्हीं दो भुजाओं के लंब समद्विभाजक 
खींचना पर्याप्त है। 
. 2. समकोण त्रिभुज में परिकेंद्र “कर्ण का मध्य-बिंदु होता है। 
१0,9 त्रिभुज के कोणों के समदूविभाजक 
आइए, एक त्रिभुज 70२ पर विचार करें। “260एर२ 
का समद्विभाजक खींचिए जो 0९ के साथ 
$ पर मिलता है (आकृति 0.40)। 
ए$, 0९070 का एक कोण समद्विभाजक आकृति 40,40 





73४. गणित 


(या अर्धक) कहलाता है। इस प्रकार, । 
त्रिभुज के किसी कोण का समद्विभाजक (4४&(/४ 275०८४०४) वह रेखाखंड होता है जो 
इस कोण का समद्विभाजन करे और जिसका दूसरा सिरा कोण की सम्मुख भुजा पर स्थित 
हो। 
त्रिभुज में तीन कोण होते हैं और तीनों कोणों का एक समद्विभाजक होता है। अत 
किसी त्रिभुज के तीन कोण समद्विभाजक होते हैं। 
फक्रियाकलाप १0: एक त्रिभुज 5५7 खींचिए। 
“ह5 एवं 2५ के समद्विभाजक हे? एवं ४6 
खींचिए। शीर्ष 7 को #? एवं ५0 के प्रतिच्छेद 
बिंदु | से जोड़कर आगे बढ़ाएँ और ५ के (२ बिंदु 
तक मिलाएँ (आकृति 0.4)। थ<रए्ह एवं 
2२729 को मापिए। आकृति 70.4। 
हम क्या पाते हैं? हम पाते हैं कि 2२75 - 2२7५ है और इस प्रकार रेखाखंड 7२, 7 
का समद्विभाजक हुआ। इस प्रकार, तीसरे कोण का समद्विभाजक भी ] से होकर जाता है। 
कुछ अन्य त्रिभुजों पर भी यही क्रिया दोहराने पर, हमें ज्ञात होता है कि, प्रत्येक स्थिति में, 
त्रिभुज के तीनों कोणों के समद्विभाजक एक ही बिंदु से होकर जाते हैं। 
इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि किसी त्रिभुज के कोणों के समद्विधाजक संगामी होते हैं! 
किसी त्रिथुज के तीनों कोणों के समद्विभाजक, जिस बिंदु पर मिलते हैं, उसे त्रिभुज 
का अंतःकेंद्र (टश77४)> कहते हैं। 
डिप्यणी: त्रिभुज का अंतः केंद्र ज्ञात करने के लिए उसके दो कोणों के समद्विभाजक 
खींचना ही पर्याप्त है। 








प्रज्नाचली 0,5 
, रिंक्त स्थानों की पूर्ति कर निम्न कथनों को सत्य बनाइए: 


0) तब्रिभुज की भुजाओं के लंब समद्विभाजक ............... होते हैं। 

0) त्रिभुज का परिकेंद्र उसकी भुजाओं के .............. का संगमन बिंदु हे। 
(॥) त्रिभुज के कोणों के अर्धक ............... होते हैं। 

(५) त्रिभुज का अंतःकेंद्र उसके ............... का संगमन बिंदु है। 


(५) यदि [ त्रिभुज »8८ का अंतःकेंद्र है, तो «। .......... का समद्विभाजक है। 


त्रिभुओं के विषय मे पु और >39 


, एक त्रिभुज ४80 बनाइए जिसमें ॥8 - ६ सेमी, 28 <70" तथा 80 - 6 सेमी हो। 
इस त्रिभुज का अंतःकेंद्र ज्ञात कौजिए। 


, एक त्रिभुज ९08 खींचिए जिसमें 0१ - 4.5 सेमी, 2१ - 0* एवं ए१- 7 सेमी 
हो। इसका परिकेंद्र ज्ञात कीजिए। क्‍या यह त्रिभुज के अभ्यंतर में स्थित है? 


, एक समद्विबाहु त्रिभुज 70१ खींचिए जिसमें ९0) - ३ हो। मान लीजिए कि 78, ८? 
का समदविभाजक है। ९0९ के परिकेंद्र, लंबकेंद्र एवं केंद्रक ज्ञात कौजिए। क्या ये 
सभी ?$ पर स्थित हैं? 


, एक समबाहु त्रिभुज 077 खींचिए। इसका अंतःकेंद्र, परिकेंद्र, लंबकेंद्र एवं केंद्रक ज्ञात 
कीजिए। कया ये सभी संपाती हैं? 


, #॥/30 एक समबाहु त्रिभुज है। ॥0, छ7 एवं 
(# इसकी माध्यिकाएँ हैं (आकृति 0.42) 
तथा 0 इसका केंद्रक है। इस त्रिभुज का कागज 
पर अक्स उतारिए। कागज मोड़ने के क्रियाकलाप 
दवार दिखाइए कि 0 त्रिभुज का परिकेंद्र भी 
है। 





आकृति 0.42 


, एक कागज पर 0७8८ खींचिए। कागज मोड़ने की उपयुक्त प्रक्रिया दृवारा इसके 
अंतकेंद्र की स्थिति ज्ञात कोजिए। 


240) 


कै 





, समदूविबाहु त्रिभुज में बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं। 
, यदि किसी त्रिभुज में दो कोण बराबर हों, तो उनकी सम्मुख भुजाएँ भी बराबर 


हल] ($ 


, यदि किसी समकोण त्रिभुज में ८ एवं 9 भुजाओं की लंबाइयाँ हों और ८ कर्ण की, 


, यदि किसी त्रिभुज की भुजाओं की लंबाइयों ८, # एवं ८ हों तथा ८१ - ४? + 8! 


, त्रिभुज की माध्यिकाएँ संगामी होती हैं। 

, ब्रिभुज के शीर्षलंब संगामी होते हैं। 

, त्रिभुज की भुजाओं के लंब समद्विभाजक संगामी होते हैं। 

. त्रिभुज के कोण-समद्‌विभाजक संगामी होते हैं। 

, जिस बिंदु पर त्रिभुज की माध्यिकाएँ मिलती हैं उसे त्रिभुज का केंद्रक कहते हैं। 


. जिस बिंदु पर त्रिभुज की भुजाओं के लंब समदविभाजक मिलते हें उसे त्रिभुज का 
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थादि रखने योग्य बातें. ्् 


होती हैं। 
तो ८5४? + ४? होता हे। 


भी हा तो ब्रिभुज समकोण त्रिभुज होता है तथा ८ लंबाई वाली भुजा उसका कर्ण 
होती है। 


जिस बिंदु पर त्रिभुज के शीर्षलंब मिलते हैं उसे त्रिभुज का लंबकेंद्र कहते हैं। 


परिकेंद्र कहते हैं। 


जिस बिंदु पर त्रिभुज के कोण-समद्विभाजक मिलते हैं उसे त्रिभुज का अंतःकेंद् 
कहते हैं। 





4,4 भूमिका 


देनिक जीवन में, हम अनेक ऐसी वस्तुओं को देखते हैं, जिनका आकार, माप आदि एक जैसा होता 
है। उदाहरणार्थ, एक ही ताले की दो चाबियाँ, पचास पैसे के सिक्के, एक ही उत्तर पुस्तिका के पृष्ठ, . 
एक ही तरह के शेबिंग ब्लेड या एक ही सौँचे में ढले खिलोने आदि। जिन वस्तुओं / आकृतियों का 
आकार, माप आदि एक जैसा होता है, वे वस्तुएँ / आकृतियाँ सवगिसम (८०४७०४७४/) कहलाती हें। 
वस्तुओं के बीच इस संबंध को सवगिसमता (८छा&7;श॥८८ #2४०४०४) कहते हें। 

इस अध्याय में, हम तल में बनी कुछ आकृतियों की सर्वागसमता पर चर्चा करेंगे। दूसरे 
शब्दों में, हम उन आकृतियों का अध्ययन करेंगे, जिनका आकार एवं माप एक जैसा है और 
जो एक तल में स्थित हैं। 


,2 आकृतियों की सर्वांगसमता 


आइए, मान लें कि हमें तल में बनी दो आकृतियाँ 

ए, एवं ए, दी हुई हैं (आकृति .])। हम किस 

प्रकार यह ज्ञात करेंगे कि ये आकृतियाँ सर्वांगसम हैं 

अथवा नहीं? एक आकृति, मान लें 7 को अक्स 

कागज पर उतार कर ४, के ऊपर रखें और इसे पूरा 

ढकने का प्रयास करें। इसंके लिए आकृतियों को 

घुमाना, हिलाना-डुलाना पड़ सकता है। सर्वांगसमता ._ ८2५ ८ 

की जाँच के लिए, हमें केवल निम्न प्रकार की 

गतियों की ही छूट हे: आकृति 77.7 _ 

0) तल में, घुमाएं बिना सरकाना या स्थानांतरण करना। 

() तल में, एक बिंदुं के प्रति (गिर्द) घुमाना। 

(॥) तल में से उठाकर और पलट कर वापस तल में रखना, जिससे ऊपर का भाग नीचे तथा 
नीचे का भाग ऊपर हो जाए। ह 
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इसके अतिरिक्त न तो खींचने-सिकोड़ने की छूट है और न तोड़ने-मरोड़ने की। 

ऊपर बताई गई तीन प्रकार की गतियों () से (7) द्वारा यदि 79, आकृति ७ को 
पूर्णतया ढक लेती है, तो इनके आकार और माप एक जैसे होने चाहिए। इस अवस्था में ए 
एवं ए, एक दूसरे के सर्वागसम कहलाएँगे। 

दो आकृतियों की तुलना करने की इस विधि को अध्यारोपण विधि (#८#०0 व 
&॥7277०#४7४०४) कहते हैं। इस प्रकार 

तल में बनी दो आकृतियाँ ए. एवं ए, तब स्वागसम कहलाती हैं, जब प्रत्येक, एक द्सो 
के ऊपर रखी जाने पर, उसे पूर्णतया ढक ले। 'सर्वांगसम है' को संकेत '<' से दर्शाते हैं। 
इस प्रकार, यदि 7, एवं 7, सर्वांगसम हैं, तो हम लिखेंगे 75 7, और पढ़ेंगे कि आकृति ए 
आकृति ४, के सर्वांगसम है। ध्यान दीजिए यदि ए.< 9,, तो 7 5 7, । अत:, हम कह 
... सकते हैं कि # एवं ए, (एक दूसरे के) सर्वांगसम हैं। हम अब तक अनेक सर्वागसम 
आकृतियों के बारे में जान चुके हैं। उदाहरणार्थ, जब हम एक रेखाखंड का समद्विभाजन 
करते हैं, तो हमें जो दो रेखाखंड प्राप्त होते हैं वे सर्वांगसम हैं। इसी प्रकार, कोण के अर्धक 
द्वारा भी दो सर्वांगसम कोण प्राप्त होते हैं। 
उदाहरण 4: आकृति .2 में, कुछ आकृति-युग्म दर्शाएं गए हैं। अध्यारोपण विधि दबाग 
ज्ञात कीजिए कि उनमें से कौन-सी आकृतियाँ सर्वागसम हैं। 


हि 


»गि 9 


(37) ड़ (४9) द 
ह आकृति 77.2 - 





स्ागिसम जिभुज 


फ्त 
(*) के हिल " 
ह्क्क्लत्क््ख्फ्फ 
(०) 


श्यजे 


< 





(४४) 
छ 
ह 
च् 
| फ् | 
डरा हे हि छ् फ के 
(9) (णंं) 
आकृति 7.2 


हलः प्रत्येक युग्म में हम ए, का अक्स बनाकर ए, के ऊपर रखते हैं। इस प्रकार, हमें प्राप्त 

होता है: 

(9) ४|5 #,, क्योंकि छ,, ए, को पूर्णतया ढक लेता है। अर्थात्‌ #, तथा पए, समान आकार 
एवं समान माप के हैं। हि 

(४) ४5 7, , क्योंकि घुमाव देने पर #,, 9, को पूरी तरह ढक लेता है। अर्थात्‌ #। तथा 
छ, समान आकार एवं समान माप के हें। 

(॥) छ,, ४, के सर्वांगसम नहीं है, क्योंकि हमें जितनी भी गतियों की छूट है, उनमें से 
किसी के द्वारा भी ए, को 7, के ऊपर अध्यारोपित नहीं किया जा सकता। यहाँ फ, 
एवं छ, समान आकार के तो हैं, परंतु समान माप के नहीं हैं।.. 

(४) 9७,5 ॥,, क्योंकि ए,, 7, को पूर्णतया ढक लेता है। अतः ए, और छ, समान आकार 
तथा समान माप के हैं। 

(५) #,, ४, के सर्वांगसम नहीं है, क्योंकि ए,, 7, पर अध्यारोपित नहीं हो सकता। यहाँ 
छ, और ए, का आकार समान है, परंतु माप समान नहीं हैं। 

(५४) 9, , ४, के सर्वागसम नहीं है, क्योंकि रेखाखंड समान लंबाई के नहीं हैं। 

(शा) 7 & छ,, क्योंकि आयत समान माप के हैं। 

(५)7,, ४, के सर्वांगसम नहीं है, क्योंकि दोनों कोणों के माप भिन्न हैं। 
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टिप्पणी: ।. दो समान लंबाई वाले रेखाखंड सर्वांगसम होते हैं। जब हम कहते हैं कि 'ते 
रेखाखंड बराबर हैं”, तो हमारा तात्पर्य होता है कि “दोनों रेखाखंड सर्वागसम हैं।' 

2. समान माप वाले दो कोण सर्वांगसम होते हैं। <2&5 “8 को सामान्यतः: हम 
<« > “98 ही लिखते हैं। 

१4.3 त्रिभुजों की सर्वांगसमता 

मान लीजिए कि दो त्रिभुज »&80 एवं 7४9 दिए हुए हैं (आकृति .3) और हम इनको 
सर्वागसमता की जाँच करना चाहते हैं। पहले की तरह, हम या तो ७॥)7%# को काटठते हैं या इसका 


अक्स खींचते हैं। फिर अध्यारोपण विधि से हम यह देखते हैं कि क्‍या ये दोनों त्रिभुज एक-दूसरे 
पूर्णतया ढक लेते हैं। यदि हाँ, तो वे सर्वांगसम होंगे अन्यथा नहीं। 


2 हे मे 


आकृति ॥7.3 

ध्यान दीजिए कि जब दोनों त्रिभुज एक-दूसरे को पूर्णतया 
ढक लेते हैं (आकृति .4), तो ७४80 के शीर्ष ७977 के 
शीर्षों के संपाती होते हैं। इस प्रकार, दोनों त्रिभुजों ७७8८: ओर 
4५)४४ के शीर्षो के बीच एक सुमेलन (%८४2४78 ) होता है। 
स्पष्ट है कि शीर्षों के बीच एक से अधिक सुमेलन हो सकते आकृति 77.4 
हैं। परंतु किसी एक सुमेलन में त्रिभुज सर्वागसम हो सकते हैं और दूसरे किसी सुमेलन में वे सर्वांगसम 
नहीं भी हो सकते हैं। उदाहरण के लिए, संकेतन '<-> ' द्वारा आकृति ]. में हम &«8८ के 


5. ए 
छछ ठढः छल, फ्ना 


आकृति 77.5 


०० 
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शीर्षों का सुमेलन «०987 के शीर्षों के साथ निम्न प्रकार कर सकते हैं (आकृति .6): 
6 <-> ), 8 &--> 8, (४ ७&-> 8 80 9छफः 

अर्थात्‌ू, ७80 «-> एफ । 
ध्यान दीजिए कि सुमेलन में अक्षरों का क्रम महत्त्वपूर्ण है। 
इन दोनों त्रिभुजों &७8८ एवं &»&# के शीर्षो के बीच छ: 
सुमेलन संभव हैं और ये सुमेलन हैं: 

630 >> 72527 380 <+-> 7४5 “330 <-> 507 

280 <-> छाग) ७80 «--> पएह... ७80 -- फएछ) 
यदि इनमें से किसी भी सुमेलन में ७७8८०, »॥)8४ पर अध्यारोपित हो जाता है, तो त्रिभुज 
सर्वांगसम होंगे। आकृति .5 में, दोनों त्रिभुज सुमेलन ७80 «-> 7987 के अंतर्गत 
अध्यारोपित होते हैं। इस प्रकार, ७88८ एवं ७0087 सुमेलन ७8८ <-> 7097 के अंतर्गत 
सर्वांगसम होते हैं। शेष सुमेलन सर्वांगंसमता नहीं दर्शाते। 

ध्यान दीजिए कि दो त्रिभुजों के शीर्षो के बीच सुमेलन से उनके भागों के बीच भी एक 
सुमेलन निर्धारित होता है। इस प्रकार, सुमेलय ७80 <-> 7987 से निम्न सुमेलन प्राप्त होते हैं: 

(भुजा ७8) <-> (भुजा 098),(भुजा 80) <-> (भुजा छ7), (भुजा &20) «-> (भुजा छा) 

८6 €-> >“), ८28 <--> “75, <2(! >> >“27 | ; 
सुमेलित भागों को त्रिभुज के संगत भाग (८०#०षएकाम्बंश्ट्ट 2८75) भी कहते हें। 

अतः, जब हम कहते हैं कि ७४3८ < ५॥)77 है, तो हमारा अभिप्राय होगा कि ७8८ 
एवं ७0एछ%, सुमेलन ७80 «-> 79% के अंतर्गत सर्वागसम हें। 

पुनः, 5580 < ७9४४ का आशय है कि यदि 907 0५8८ पर इस प्रकार 
अध्यारोपित हो कि 7), & के ऊपर; 5, 8 के ऊपर तथा 9, ९! के ऊपर हो, तो दोनों त्रिभुज 
एक-दूसरे को पूर्णतया ढक लेते हैं। इस स्थिति में, 

68-08 , छट -#कर और. ४७० 5- ए५ 

“20 -<2<7०9, “2385-28 और. “ए७ «४7 । 
अर्थात्‌ सर्वांगसम त्रिभुजों में संगत भाग बराबर होते हैं। 

हम सरलता से देख सकते हैं कि इंस कथन का विलोम भी सत्य होता है। अर्थात्‌ यदि 
किन्हीं दो त्रिभुजों के शीर्षों के बीच एक सुमेलन हो, जिसमें त्रिभुजों के सभी संगत भाग 
बराबर हों, तो त्रिभुज सर्वागसम होंगे। ह 


आकृति 77.6 


246. गणित 
उदाहरण 2: आकृति .7 में, दो सर्वांगसम त्रिभुजों की भुजाओं एवं कोणों के माप दिए 
हैं। सर्वांगसमता प्रदर्शित करने वाले सुमेलन का निर्धारण कीजिए। 
हल: आकृति से स्पष्ट है कि 
28 - 28 , “0 - 2) 
अत:, “28- <7 है। 
साथ ही, 8०८ - 095 «४ - ॥#7 और ७0 
- सग) है। इस प्रकार, अभीष्ट सुमेलन है: 
5330 <--> जिगर) 
उदाहरण 3: आकृति .8 में, »९0₹ एवं ४४४०7 की भुजाओं एवं कोणों के माप दर्शाए 
गए हैं। ज्ञात कीजिए कि निम्न में से कौन-सा कथन सत्य है; 
6) #एकार 5 02. (9) 6707 < #72एफ (7) 4707 < ७५7 
हल: आकृति ,8 से स्पष्ट है कि 
<7?- “272, 0-८ “९ एवं 2२ 5 <5; 
साथ ही, 70 - 7५, 070 - शफऋ एवं श्र - 7 है। 
अत:, सुमेलन ए07ए «-> 2शफ से सर्वांगसमता प्राप्त होगी। इस प्रकार, कथन 
60९07 < 072५5 सत्य है। ह 





८ 
& ].9 सेमी 7 
आकृति 7.7 





(2 5 सेमी हर 





आकृति 7.& 
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4.4 त्रिभुजों को सर्वाशसमता के प्रतिबंध 


पिछले अनुच्छेद में, हमने सीखा था कि दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए आवश्यक है 
कि दोनों त्रिभुजों में संगत भुजाएँ एवं संगत कोण बराबर हों। हम देखेंगे कि इन सभी छ 
प्रतिबंधों की सत्यता की जाँच आवश्यक नहीं है। यदि कुछ प्रतिबंध सत्य हैं, तो शेष प्रतिबंध 
स्वयं ही सत्य हो जाते हैं। 

यहाँ हम दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए प्रतिबंधों की न्यूनतम सख्या प्राप्त करेंगे। 

याद कीजिए कि त्रिभुज की रचना संभव है, यदि 
()) दो भुजाओं की माप तथा उनके बीच का कोण (5.05) ज्ञात है। 
(॥) दो कोणों की माप तथा उनके बीच की भुजा (»$४) ज्ञात है। 
((9) तीनों भुजाओं की माप (555) ज्ञात हैं। 
(४) समकोण, कर्ण तथा एक भुजा ([रप्त$) ज्ञात है। 

अब हम एक सी माप वाले दो त्रिभुज खींचेंगे और उनकी सर्वांगसमता पर विचार 
करेंगे। 


4.4.4 भुजा-कोण-भुजा (४७६ ) सर्वांगसमता प्रतिबंध 
क्रियाकलाप 4: एक त्रिभुज ७80 खींचिए, जिसमें ७8 - 5 सेमी, 80 - 6 सेमी तथा 
इनके बीच का कोण 8 < 20" हो। एक दूसरा त्रिभुज )87 खींचिए, जिसमें [08 - 5 सेमी 
४8४ < 6 सेमी तथा इनके बीच का कोण ४- 20" हो। इस प्रकार, 
#फ + 092, 80 - एर्7्‌ तथा बीच के (अंतर्गत) कोण 8 - 5 हैं (आकृति .9)। 
॥8, 





आकृति 77.9 


०48. गणित 


4०ए&४ का एक अक्स कागज पर अक्स बनाइए तथा उसे ॥$8८ के ऊपर इस प्रकार रखिए 
कि &, 0 पर; 8, & पर तथा ०, ए पर रहे। ७087, ७५8८ को पूर्णरूपेण ढक लेता है 
तथा 880 «-> 0ए9 संगत सुमेलन है। इस प्रकार, 8880 5 #एक् है। 


 क्रियाकलाप 2: ७७8८ खींचिए, जिसमें ७8 > 4 सेमी ७2 < 5 सेमी तथा 4 - 90 
हो। एक दूसरा 8९0२ खींचिए, जिसमें 70 - 4 सेमी, 9२ ८ 5 सेमी तथा .27? 30० हो। 


& बी 
८ 30 ९ 
फ् हे ७) श्र 

८ 
] 
३ ह 


आकृति 77.70 





इस प्रकार, आकृति 4.70 में ह 
483 5-70, 00 < श्र तथा «४ - «९ है। 
त्रिभुज के अन्य भागों को मापिए तथा निम्न सारणी के रूप में लिखिए 





हम पाते हैं कि सभी. अंतर (80 - 07), (28 - 20) और (“2० - 7२) या तो शून्य हैं या 
नगण्य। 


इस प्रकार, 80 - 07, 28 > 20 और <0 < “२ है। 
अतः, 4५830 < 0707? । 
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इस प्रकार, हमने दोनों क्रियाकलापों में देखा कि दो त्रिभुजों में यदि एक की दो भुजाएँ 
तथा उनके बीच के कोण दूसरे त्रिभुज की दो भुजाओं तथा उनके बीच के कोण के बराबर 
हैं, तो दोनों त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 
इस तथ्य को हम निम्न प्रकार लिखते हैं: 

यदि एक त्रिथुज की दो भ्रुजाएँ और उनका अंतर्गत कोण क्रमश: दूसरे त्रिथुञ् की दो 
भुजाओं और उनके अंतर्गत कोण के बराबर हो, तो ये दोनों त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 

यह भुजा-कोण-भुजा (3७५) स्वाग्समता प्रतिबंध कहलाता है। ' 


खै. |) 


छ ( छः मना 
आकृति 7.77 
टिप्पणीः भुजा-कोण-भुजा (55) सर्वागसमता प्रतिबंध में कोण दोनों दी हुई भुजाओं के 
बीच स्थित होना चाहिए। उदाहरणार्थ, आकृति .] में, ५७४९८ एवं ७9)9ए४8४ की सर्वांगसमता 
के लिए ४8 “798 और 8८ - 77 के स्राथ हमें चाहिए “8 (भुजाओं »&8 एवं 8८ के 
बीच का कोण) - “3 (भुजाओं 7)8 एवं छए के बीच का कोण)। 


में हे 
उदाहरण 4: आकृति .2 में, ७8 - 7) तथा 


28७0 - 290 है। एक तीसरा संगत युग्म ८५ 
प्राप्त्कीजिए, जिससे $&५ सर्वांगसमता प्रतिबंध 
के अंतर्गत ७७80 < ७७700 हो। छ ए 
हल: 4७30 एवं ७७॥)0 में, 

483 - ७0 (दिया है) ह 0 
तथा >23«८ >- 2020 (दिया है) आकृति, !4.2 


अत:, $०$ सर्वांगसमता प्रतिबंध के अनुसार दोनों त्रिभुजों को सर्वांगसम होने के लिए, 
#&0०- ४० होना चाहिए। अतः, वांछित तीसरा युग्म &0 और «८, अर्थात्‌ उभयनिष्ठ भुजा 
80 है। ह 


हक । 


हि 


माल 


पर्नावली ॥. 
595४ एवं ७एहु7 में, 08 - १४ और 77- ४72 दिया है (आकृति .3)। 5५९ 
सर्वांगसमता प्रतिबंध के अंतर्गत त्रिभुजों को सर्वांगसम दिखाने के लिए और क्या सूचना 





फ़्.. ए 
आकृति 77.73 
यदि ७७8९८ एवं «987 में, सुमेलन ०५७8 «-> छ709, इन दोनों त्रिभुजों की 
सर्वांगसमता दर्शाता है, तो निम्न में से सत्य कथन कौन-से हैं? 


(0) 20५८ < 28 6) <& 5 <ए (6) ८2३ + ८7 
(7४) 80 5 0585 (५) &8 - 8ए (४) “(९ ८5 «८8 
(शा) ७8 5 08 (शा) ८४७ 5 ८2 


सुमेलन 00२ <-> 25 , «?00 एवं ४४१०2 में सर्वांगसमता स्थापित करता हे। 
निम्न कथनों को सत्य बनाने के लिए रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए: 


6) <“8४8-___.._ (४) 08>०__._._... (9 “४? < 

(6५) 0९ < (५) <0- (छ) री? ८ ___ 
आकृति .4 में, $५$ सर्वागसमता प्रतिबंध के अंतर्गत कौन-से त्रिभुज-युग्म 
सर्वांगसम हैं? ऐसे त्रिभुजों को सर्वांगसमता संकेत द्वारा दर्शाइए। 











(४) 
आकृति 7./4 
(संकेत: ७०00 < ७हएर) 


सब्रगिसम अजिभूुज. ४ । 





५ 5 सेमी छ 





९ 4.] सेमी 

(४४) 

| आकृति ॥7,44 
5. ४४3८० एक समद्विबाहु त्रिभुज है, जिसमें 
48 - 6० है (आकृति .5)। रेखाखंड 
/#70, <& को समद्विभाजित करता हे तथा 
आधार 80 के साथ 7) पर मिलता है। संगत 
भागों का तीसरा युग्म प्राप्त कीजिए, जिससे 

$५ प्रतिबंध के अंतर्गत &७॥08 < ७.७॥0: डि छः के 
हो जाए। कया संबंध 8) -790 सत्य है? आकृति 77.5 


55० गणित 


6. आकृति ॥.76 में, ७8 ॥ 700 तथा 
&8 > 700 है। 
' (3) क्‍या 28०0 - 2700» है? क्‍यों? 
(४) क्‍या 3.65 प्रतिबंध के अंतर्गत 0880 


. (; 
< 000५ है? 
हर आकृति 7॥,46 
(॥४) (#)के उत्तर में प्रयुक्त तीनों तथ्यों को 5 
लिखिए। 


7. आकृति .7 में, ५8 879 है तथा रेखाखंड 

80०, “«87) का समद्विभाजक है। 5५5 <€> 

सर्वागसमता प्रतिबंध के अंतर्गत कौन-सा कथन 

सत्य है और क्यों? 

6) ७७8८ 5 #008 । 

(४) ७4580 5 ४800 । 

6) 8880 < 8082 । आकृति ].7 
3.4,.2 कोण-भुजा-कोण ( ७७५ ) सर्वांगसम्रता प्रतिबंध 
क्रियाकलाप 3: एक त्रिभुज &80 खींचिए, जिसमें छ - 6 सेमी, “8 > 50" एवं 


“९ 35" हो। एक दूसरा त्रिभुज 07% खींचिए, जिसमें छछ - 6 सेमी, <छ 5 50" तथा 
2. ।2 
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हा (3 
58 6 सेमी ( फ़् 6 सेमी 0] 
आकृति 4.॥8 


“7 - 35" हो। इस प्रकार, हमें प्राप्त है: 

80 - 7४ ८8 - “28 और “0० - “४ (आकृति .8)। 

490 का एक अक्स उतारिए तथा इसे ७७80 पर रखिए। हम क्या देखते हैं? हम 
देखते हैं कि यदि 7), & के ऊपर 5, 8 के ऊपर और 7, 0: के ऊपर हो, तो ७077, ७48८ 
को पूर्णतया ढक लेता है। इसी प्रकार, यदि ७७४3८ को 6०»झऊ़ के ऊपर रखते हैं, तो हम 


सर्वांगसम त्रिभुज॒_ 7553 
देखते हैं कि ७७8९८, 60४8ए को पूर्ण रूप से ढक लेता है। अर्थात्‌ सुमेलत ७80 <-+> 08 
के अंतर्गत दोनों त्रिभुज एक दूसरे को पूर्ण रूप से ढक लेते हैं। 
अत:, 4७30 5 0087 
क्रियाकलाप 4: एक ७७४९८ बनाइए, जिसमें ७8 < 4 सेमी, & - 75" तथा “8 - 457 
हो। इसी प्रकार, एक दूसरा त्रिभुज ?07२ बनाइए, जिसमें 70 - 4 सेमी, “7? - 75९ तथा 
20 < 45 हो। इस प्रकार, हमें प्राप्त है: 
33 - 70, ७ 5 “2? तथा “8 < “0 (आकृति .9)। 
2 





#र 
छ 
2 _ 57 
मी 
आकृति 77.79 


दोनों त्रिभुजों के शेष भागों को मापिए तथा निम्न सारणी के रूप में भरिए 


“<((>- 


2(- 5५: 
80 ८ 





हम देखते हैं कि अंतर (20 - 2२), (७0 - ए२) एवं (8९ - 07) या तो शून्य हैं या नगण्य। 
इस प्रकार, हम कह सकते हैं कि 
2“0- 2२, 80 - श्र तथा 80 - 0र 

अत;, 65530 < 0707२ 
ध्यान दीजिए कि उपर्युक्त दोनों क्रियाकलापों में हमने दो त्रिभुज इस प्रकार लिए कि एक त्रिभुज 
के दो कोण एवं उनकी अंतर्गत भुजा क्रमशः दूसरे त्रिभुज के संगत भागों के बराबर थे। दोनों 
बार हमने देखा कि त्रिभुज सर्वांगसम निकले। इस तथ्य को हम निम्न प्रकार लिखते हैं: 

यदि एक त्रिभुज के दो कोण और उनकी अतर्गत धुजा क्रमश; किसी दूसरे त्रिभुज के 
दो संगत कोणों और अतर्गत भ्रुजा के बराबर हों, तो दोनों त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 
इसे स्वागसमता का कोण-भुजा-कोण (७५.५) प्रतिबंध कहते हैं। 


74. गणित 
टिप्पणी: त्रिभुज के कोणों का योग 80" होने के कारण, त्रिभुज के दो कोण ज्ञात होने पर 
तीसरा कोण स्वत: ही निकाला जा सकता है। इसलिए यदि किसी त्रिभुज की कोई-सी एक 
भुजा एवं दो कोण दिए हों, वो तीसरा कोण (यदि आवश्यकता हो तो) निकालकर उन्हें दो्‌ 
कोणों एवं अंतर्गत भुजा के रूप में बदल सकते हैं और फिर ७५$/ प्रतिबंध का प्रयोग कर 
सकते हैं। 
उदाहरण 5: आकृति .20 में, &०0॥? और »700२ एक ही आधार (00२ पर बने हैं। इन 
त्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए »&४& प्रतिबंध के अंतर्गत जिन तीन समिकाओं की 
आवश्यकता होगी उन्हें लिखिए। सर्वांगसमता संबंध को संकेतों में भी लिखिए। 
हलः ४०0२ एवं 0)7२0 में 
2707 - 207२0 - 70" (दिया है) 
20२0 - 20072 - 40" (दिया है) 





तथा (2२ दोनों में उभयनिष्ठ है। आकृति 7.20 
अतः, सुमेलन ९00 <-> |/२0 के अंतर्गत दोनों त्रिभुज सर्वांगसम हैं। अत:, »$» प्रतिबंध 
द्वारा ४०008 < ५०२0 है। 
उदाहरण 6: आकृति .2। में, संगत भागों के तीन युग्म बताइए, जिनसे &$,4 प्रतिबंध 
दूवारा ७8७80 < ९00 होगा। 
. इलः &380 एवं ७९0० में, 
“2408 > “?00 - 40" (दिया है) () 
“480 < “70०0 < 55९ (दिया है) 
इस प्रकार, त्रिभुज के कोणों के योग के गुण से, ड़ 
“8430 < “0790 - 85" (2) 
साथ ही, 0 - 07 - 2.5 सेमी (दिया है) (3) आकृति 77.2! 


इस प्रकार (), (2) एवं (3) से प्राप्त सुमेलन ७80 <-> 700 सर्वांगसमता स्थापित 
करता है। अत: ७५» प्रतिबंध से »»80 < ०00 | 





सर्वाग्सम जिभुझ. टछक 


प्रज़्नावली .2 
आकृति .22 में, “2&-> <8< 
55" एवं 28 - 27 - 60" है। संगत 
भागों का तीसरा युग्म प्राप्त कौजिए, 
जिससे ७५४० के अंतर्गत ७७80 < 
60 हो। 





आकृति 7.22 


आकृति .23 में, किन युग्मों के त्रिभुज, ७5 प्रतिबंध के अंतर्गत सर्वांगसम हैं? 
सर्वागसम त्रिभुजों को संकेतों द्वारा भी दर्शाइए। 
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प्‌ [5 
8 3. सेमी ्ड 


(४०) 





(५) (४४) 
ह आकृति 4.23 


3, आकृति ॥.24 में; ७5, 3.७0 एवं 8090 
का समद्विभाजक है। «५५ प्रतिबंध के 
अंतर्गत ७७87 < ७७८७) स्थापित करने के 


(/>५ » 
लिए, संगत भागों का तीसरा युग्म ज्ञात कीजिए। ध्य न्य््प 


(४2 


छ न 
आकृति 77.24 


4, आकृति .25 में, &0 - 80 तथा « > हे 
29 है। रे 
0) क्या <»00- 807 है? क्‍यों? । न 
(0) क्‍या ७५6 प्रतिबंध के अंतर्गत ७७0८ “अं 


< 0300 है? श 
(॥) (0) के उत्तर में जिन तीन तथ्यों का 
'. उपयोग किया है, उन्हें लिखिए। 
(५) क्‍या «00 - 2890 है? क्‍यों? 
5. आकृति .26 में; ७70, &. का समद्वि- 
भाजक है तथा »&70 । 8० भी है। 


कि 
हि 


भर 
[88] 27255 


आकृति 7॥,.25 


(6) क्‍या «8८ प्रतिबंध के अंतर्गत है 
0४08 5 0४0८ है? रु 

(४) यदि हाँ, तो वे तीनों तथ्य लिखिए, जो | 2 ! हे 
आपने (0) के उत्तर के लिए प्रयोग । 
पा है जञगी '" 

(४) क्‍या 8) -000 है? क्‍यों? आकृति 77.26 


ह.4.3 भूजा-भजा-भजा ( ४७४४ ) सर्वागसणता प्रिय 
फक्रियाकलाप 5: एक त्रिभुज ७80 खींचिए, जिसमें &8 - 4.5 सेमी, 80 - 6 सेमी तथा 
(8-८ 3 सेमी हो। एक दूसरा त्रिभुज 7))7 बनाहए, जिसमें [08 - 4.5 सेमी, 87 - 6 सेमी 
तथा ॥॥) < 3 सेमी हो। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है; 

23 ८ 27, 3९. - कक एबं (४ - |) (आकृति .27)। 


5 ध झ् लो श ह नी 
कि. 7 “की 
हा क 5: पक 
2 जल. हलक लकी कि 
6 सभी छः 6 सेमी 


ह आकृति ।/.27 
/7)छए का एक अक्स खींचकर उसे ७५७३८ के ऊपर रखिए। आप क्‍या देखते हैं? 


258 गणित 
हम देखते हैं कि सुमेलन 880 <-» 7087 के अंतर्गत दोनों त्रिभुज एक-दूसरे को पूर्णतया 
ढक लेते हैं, अर्थात्‌ ॥७४8९ एवं ७» सर्वागसम हैं। 
क्रियाकलाप 6: भुजाओं ७8 - 4 सेमी, 80- 7 सेमी तथा (» - 5 सेमी वाला एक 
त्रिभुज #&3८' खींचिए। इसी प्रकार, एक ७700२ बनाइए, जिसमें 7७ - 4 सेमी, 00 < 7 
सेमी तथा (२० - 5 सेमी हो। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है: 

4३ ८ 200, 80 - 07२ एवं (५ - २० (आकृति .28)। 

5 





छ 7 सेमी ०५९ 7 सेमी रे 
आकृति ॥॥.28 
अब इन त्रिभुजों के शेष भागों, अर्थात्‌ तीनों कोणों को मापिए और अपने प्रेक्षणों को 
सारणीबद्ध कोजिए: 


/?(॥२ के संगत भाग 
४7:५० 
<0- 
<२ ८ ८0 - ३ < 
प्रत्येक स्थिति में, हम देखते हैं कि अंतर (2५ - 7), (23 - 20) और (“८ - <?) या 
तो शून्य है या नगण्य। अतः, 
“240 + ८? 28 5 20 तथा “0० - «९ हुए। 

इस प्रकार, दोनों त्रिभुजों की सभी संगत भुजाएँ तथा सभी संगत कोण बराबर हैं। अत, 
दोनों त्रिभुज सर्वांगसम हैं। 
अर्थात्‌ .. ७७8९ 5 ७०07२ । 
ध्यान दीजिए कि उपर्युक्त दोनों क्रियाकलापों में हमने जो त्रिभुज लिए, उनमें से एक त्रिभुज 
की तीनों भुजाएँ क्रमश: दूसरे त्रिभुज की तीनों भुजाओं के बराबर थीं। प्रत्येक स्थिति में, 
त्रिभुज सर्वागसम निकले। इस तथ्य को हम इस प्रकार लिख सकते हैं; 

यदि एक त्रिथुज की तीनों भ्रुजाएँ क्रमशः किसी दूसरे त्रिभुज की तीनों भुजाओं के 

बराबर हों, वो ये दो त्रिथुज सवंगिसम होते हैं। 
यह स्वाग्समता का भ्रुजा-भुजा-थुजा (559) प्रतिबंध कहलाता है। 






सर्बागस्तस जिभुज 759 
उदाहरण 7: आकृति .29 में, ४8 - 90 एवं “० हा 
80 - 80 है। संगत भागों का तीसरा युग्म ग्राप्त 
कीजिए, जिससे 558 प्रतिबंध के अंतर्गत ७७8८ 
एवं ७0004 सर्वांगसम हों। 
हल: आकृति .29 में दिए गए त्रिभुजों में, के, 

23 5 00 (दिया हे) आकृति 4॥.29 
80-76 (दिया है) 
599 सर्वागसमता के लिए बची हुई तीसरी भुजा भी बराबर होनी चाहिए। 
यहाँ भुजा ७९ दोनों त्रिभुजों ७७8० और «८0% में उभयनिष्ठ है। 
अत:, संगत भागों का तीसरा युग्म &0' तथा ८» है। 


टिप्पणी: 558 प्रतिबंध के अंतर्गत ७७80९ 5 ४८70 है। यहाँ वांछित सुमेलन 
08९ <-> ८.9 है। 


प्रश्नावली 4.3 
4, ७७३९ एवं 09छ7 में, &8 < 97 तथा 8९ - एए है (आकृति .30)। 
$55 सर्वांगसमता प्रतिबंध से दोनों त्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए, और क्‍या 
अतिरिक्त सूचना चाहिए? 
छ 2 सेमी छा 


5 कि _+ ० न प 





आकृति 4.30 


॥। गाधत . 


2. आकृति .3। में, बताइए कि कौन-कौन से त्रिभुज-युग्म 555 सर्वांगसमता प्रतिबंध के 
अंतर्गत सर्वांगसम हैं? सर्वागसम त्रिभुजों को सांकेतिक रूप में भी लिखिए। 
7 


हे न जे ॥॒ 


मे कर पे 








| है की क्र ४, 
छ 





गे | सेमी हल , ): अत । 
5 हर हे सेमी ८ 
कर | >>, ह 22 सेमी /|| _&#' ४ 
हे ् थक ७) ५. ल्क््कि ा 2.2 सेगी 
रु 5 करे /“%) ट कि 
शक ० दा 4. सेमी रे 
डि 5 सेमी । 
(०) ॥ा.. (४४) 
५ 
ए हा 
हर # 
! हि कि 
४ शत प4॥ 


2.6 सेमी | कु गा 8 -6 सेमी 


६ 

आल कक 60 हम निज 

०2 3सेमी ४ 3 सेमी. हि 
(४४४) 

आकृति 7.37 


3, आकृति .32 में, &8 - ७0 तथा 80-90 है। 
संगत भागों का तीसरा युग्म प्राप्त कीजिए, जिससे 

555 प्रतिबंध के अंतर्गत 688० < ७५७॥00८ हो 

जाए। ह 


4. आकृति .33 में, ७७४८ समद्विबाहु है, जिसमें 
&8 < ७00 है। ७7), शीर्ष & से सम्मुख भुजा 8८ 
पर मसाध्यिका है। 858 प्रतिबंध के अंतर्गत त्रिभुजों 
52098 एवं &»00 के सर्वांगसम होने के लिए, 
संगत भागों का तीसरा युग्म प्राप्त कीजिए। 


5, 070_२ एवं «7070 दोनों एक ही आधार 0४8 बने 
हैं (आकृति .34)। साथ ही, ?0 - पए तथा 
श्र ७ 70 हेै। निम्न में से कौन-सा कथन सत्य है? 
0) #?00₹ & तार । 

(9) #ए0ार 5 ७77२0 । 
00) 8707 < 80९07 । 


.4.4. समकोण-कर्ण-भुजा (98 ) सर्वागसमत्ा प्रतिबंध 


5 0 
877 नम 8 यो 


ली प्‌ 
8: है 
५ । ँ 
पी 0 - हो 
५ 
५ 
कु | ४ 
है 
[5 ग 
आकृति 4,32 
यै 
है हिय 
् | के ५ 
डी ! र् ॒ 
' | है 
। जो 
[ 
| 
| हि 
न डरा के >०० जे कटाटाएए बाल के 2पलार७ है 
आकृति /4.33 


आकृति 77.34 


क्रियाकलाप 7: एक त्रिभुज ७8८: खींचिए, जिसमें 8 समकोण, ७8 < 5 सेमी तथा कर्ण 
80 > 3 सेमी है। एक दूसरा समकोण त्रिभुज &?07 खींचिए, जिसमें 0 
' समकोण, 70 < 5 सेमी तथा कर्ण ए१५- ॥3 सेमी हो। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है; 
“85 20-90", भुजा ४8 > भुजा 70 तथा कर्ण &0> कर्ण शर (आकृति .35)। 


262... गणित 





ः र्‌ 
आकृति 4.35 

आत्रिभुज ए(॥२ का एक अक्स बनाइए तथा इससे ७७38८ को ढकने का प्रयास कीजिए! हम 
देखते हैं कि ? को & पर, 06 को 8 पर तथा ३ को ८ पर रखने से, दोनों त्रिभुज 
एक-दूसरे को पूर्णतया ढंक लेते हैं। इस प्रकार, सुमेलन ७80 <&-> 707 के अंतर्गत 
8080! 5 0०07 है। 

क्रियाकलाप 8: एक त्रिधभुज ७80 खींचिए, जिसमें «७ - 90", कर्ण 80-5 सेमी एवं 
भुजा 88 -3 सेमी हो। इसी प्रकार, एक दूसरा त्रिभुज 7907 खींचिए, जिसमें 2) 5 90", 
कर्ण छ४< 5 सेमी तथा भुजा 8 - 3 सेमी है। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है; 

</ ८ ८9 - 907, कर्ण 80 - कर्ण | तथा भुजा #8 ८ भुजा 7985 (आकृति ].36)। 


( 





री. 5 संमी छ ह फ्' 
आकृति ॥7.36 
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दोनों त्रिभुजों के शेष भागों को मापिए तथा अपने प्रेक्षण निम्न सारणी के रूप में लिखिए 
0१७३(९ के शेष भाग 











८३ -- - च्ः 
“( - “7? 
(० - जिए न८ 


॥ 





आप देखेंगे कि प्रत्येक स्थिति में अंतर (28 - 75), (“0 - 77) आर (»(' - 0) या तो 
शून्य है या नगण्य। इस प्रकार, 


४3 ८-5 ८853, <“(: 5 ४? तथा भुजा ७(१ - भुजा )8 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि ७७७९८ & 6७977 है। ध्यान दीजिए कि ऊपर दिए गए दोनों 
क्रियाकलापों में, हमने अपने समकोण त्रिभुज इस प्रकार लिए थे कि एक का कर्ण और एक 
भुजा क्रमश; दूसरे के कर्ण और एक भुजा के बराबर थे। दोनों बार हमारे त्रिभुज सर्वागसम 
निकले। इस तथ्य को हम निम्न प्रकार लिखते हैं 

यदि किसी समकोण त्रिभुज का कर्ण और एक थ्रुजा क्रमशः किसी दूसरे समकोण 
त्रियुन के कर्ण और एक थरुजा के बराबर हों, वो वे दोनों त्रियुज सर्वागसम होते हें। 
इस सर्वागसमता ग्रतिबंध को समकोण-कर्ण-भुजा (राप्$) सवगिसयता प्रतिबंध कहते हें। 
तअदाहर्ण 8: आकृति .37 में, ७0 - छा), 3 ९ 
90 । 28 तथा (8 । 8 है। वे तीन तथ्य 
लिखिए जिन्हें प्रयोग कर शन$ सर्वांगसमता प्रतिबंध 
के अंतर्गत ७0३९ 5 33/0 हो जाए। 
हुल: 5680 एवं ७8 ७0॥) में 

कर्ण &0' - कर्ण छा)... (दिया है) 

258८ - 2370 -> 90" (दिया है) 
साथ ही, भुजा ४४ दोनों में उभयनिष्ठ है। ह अंक कु 
ध्यान दीजिए इसे &83 - 8. लिखा जाएगा। 2323 
अत;, सुमेलन ७8८ <-> 80 द्वारा दानों त्रिभुज सर्वागसम हुए। 
अर्थात्‌ (प्त॒७ सर्वागसमता प्रतिबंध के अंतर्गत &७8(' < ७8/7 | 





५०, १ 
कर 


गाय 
प्रश्यावत्ली ॥7.4 


आकृति .38 में, “8 ८ «हे < 


2 ह हि 
90" तथा भुजा 82< भुजा ह़छ॑ कर 
इसमें और सूचना फ के पक 
है। इसमें अतिरिक्त क्या और सूचन कु 90 
चाहिए, जिसे प्रयोगकर शात््& ! ६. ८ 
प्रतिबंध के अंतर्गत 0680 [0__ ४५ “| | 
4१2 हो जाए? 3 अमीर की 2 की रै 


आकृति 4/.38 


2. . आकृति .39 में, ॥शनत$ प्रतिबंध के अंतर्गत किन युग्मों के त्रिभुज सर्वागसम हैं? 


सर्वांगसम त्रिभुजों को सांकेतिक रूप में लिखिए। 








ः हब लिन हि 0] 
मर | हि 
(> 2: 
५, 
रे ध्र न 
-. अ | /त््ी 
भ्ख् ० 
न थ्र 
छे॑. ; सेमी ८ | 
मै 
(४) ;' 
्र 
00 हु 
त््ी री जे है । 
७० रु ० 
8 के । 
मर रु 
/ कफ हल ला 
हि टाइल जा ्ह 7» - असती 
(7४) 


आकृति ॥॥.39 





/ ह 
हि है न्‍् 
| ( कट | ७ 05 सेकी हि & | 5, छू 
। ४ के | 2 की ट 
० ...*“ ह का । हर 
् ऐ 
॥। थे ३... | के 
( 
(777) (४४) 
ह 
दम 
हल 
ए (9 ०५, ४८.2 
802 2« लि के 2 सेमी 8 
हे म , 8 2 सेमी 0 । 


आकृति 74.39 


3, आकृति .40 में, &8 < ७7), &7) । 0० है ' 
तथा &8 । 8० है। दि र 
(४) संगत भागों का तीसरा युम्म प्राप्त. # | के ह 
कीजिए, जिससे २ प्रतिबंध के अंतर्गत _ हु. 
4५080 < 0७9८ हो जाए। न थक हु 
(॥) क्या 8९ - 70 है? क्‍यों? ८, ्र 


शा 


की 
ँ 


आकृति 74.40 


4९६] 


4. 


], 


गणित 

आकृति ॥].4 में, ७88८ समद्विबाहु हे, 
जिसमें ७8 ८ ७९ है। ७7), & से 80 पर 
शीर्षलंब है। 

0) क्या एप्त$ प्रतिबंध के अंतर्गत ७७89 





5 0409 है? 
(0) संगत भागों के वे तीन युग्म लिखिए, 
जो (0) के उत्तर में प्रयुक्त हुए हैं। 


हे लत या डक +.०2 


क्यों आकृति 7.47 
(॥) क्‍या छा) -॥00 है? क्‍यों? हि 
हे 

5५8८० में, शीर्षलंब 8) एवं (४ बराबर हैं 


(आकृति ].42)। संगत भागों के वे तीन 
युग्म प्राप्त कीजिए, जिनके कारण ॥रप्त5 
प्रतिबंध के अंतर्गत ७8000 एवं ७088 






ँ 2 गा 


सर्वागसम हैं। आकृति 77.42 
विविध प्रशइनावली 
रिक्त स्थान भरिए: 
(७) यदि ७७३९ 5 «708 है, तो 
6) ४8 - ... (7) 80 < 
(9) ७0 - 0९ ८४ - ... 
(७) «3 ८ (ए) <(< 
(७) 470४ में भुजाओं एर एवं 0२ के अंतर्गत कोण है ........ 
(०) «गम में 28 एवं >7 की अंतर्गत भुजा है ........ | 
(०) यदि ४8 - 07, 238 - 279 80 - श९₹ है, तो ........ सर्वांगसमता प्रतिबंध के 
अंतर्गत 80880 < ७0ए९ है। | 
(७) यदि ८& - 2२, 238 - “7? ४8 -एए है, तो ........ सर्वांगसमता प्रतिबंध के 


अंतर्गत ७७80 & 6२०0 है। 


गडहाए ॥दघ 0 सिम हा 


2. आकृति .43 में, त्रिभुज-युग्मों में समान संगत भाग एक जैसे चिह्रों से दर्शाएं गाए हैं। 
बताइए सर्वांगसमता के किस प्रतिबंध के अंतर्गत युग्म के दोनों त्रिभुज सर्वांगसम हैं। 
सर्वागसमता प्रगट करने वाले सुमेलन को भी बताएँ। 


जा | 
ः हि । रा | 


कं /लनलिनती नल पन>नन»न लत्जहतन ४क ६ 7४० ० ललित मल न 





(पं) (8४) 
आकृति 77/,43 
3, आकृति ].44 के प्रत्येक त्रिभुज-युग्म में, बराबर संगत भागों को समान चिह्नों से 
दर्शाया गया है। यदि युग्म के त्रिभुज सर्वागसम हैं, तो सर्वांगसमता प्रतिबंध (8५५, 
4558, 555 या (रान5) लिखिए। 


ँ तट / 
गन नी.++०+नीकितान+-+ ५+नननन-न-+आ०»००५->- ५ 
# ॥9] 


/ 
(४) (४) 
आकृति 7.44 


२१68. गणित 


[, 





द रो हर डे 6, कर 
मल नस 3 ल्ल्ेिज-+-भ++ हे 
हु (७) | 
छ हा 
ही जप क्‍ 
का 
५ बे हि | 









- . कं (शा) 
-आकृति ॥7.44 । 





कि के कं 
/ हा ४ 
ही कर बम 
(2 
ा 
(77) 


आकृति 77.44 


आकृति .45 में, «&«&8(' और »व०४3८ दो 
त्रिभुज हैं, जिनका उभयनिष्ठ आधार 8० है। 
बिंदु & तथा 79 भुजा छ0 के एक ही ओर 
इस प्रकार स्थित हैं कि »8 90: और 98 
00 है। ७७308 तेथा 040 के उन 
संगत भागों को बताइए, जिससे 

53008 5 /४०).७८० हो। 


सर्वागासमता के लिए आपने किस प्रतिबंध 


का उपयोग किया है? 


. यदि .>790:& - 40" और >3.«79 - 00% 


है, तो »&॥08 ज्ञात कीजिए। . 


सर्जागसम सिशुज. >69 








आकृति 77.45 


7. गाते 


याद रखने योग्य बातें 

, दो आकृतियाँ सर्वाग्सम होती हैं, यदि उनके आकार एवं माप समान हैं। 

, दो त्रिभुज सर्वागसम होते हैं, यदि उनके शीर्षों के एक सुमेलन करे अंतर्गत एक 
ब्रिज की तीनों भुजाएँ और तीनों कोण क्रमश: दूसरे बरिभु की संगत भुजाओं और 
कोष के बर हैं। 

ही! विश सर्वागपम होते हैं, यदि एक प्रिभुज की दो भुजाएँ और उनके बौच का 
| क्रमशः दूसरे जिभुज की दो भुजाओं और उनके बीच के कोण के बढ हैं 
($॥५ सर्वागसमता प्रतिबंध)। 

- दो ग्रिशुज स्वागम होते हैं, यदि एक त्रिभुज़ के दो कोण और उनके बीच की 
भुजञ क्रणशः दूसरे जिभुज के दो कोणों ओर उनके बीच कौ भुजा के बराक हें 

॥(/ सर्वागसमता प्रतिबंध 

. दो बिंभुज सर्वागसम होते हैं, यदि एक ब्रिभुज को तीनों भुजाएँ क्रमश: दूसरे जिभुज 
! तीनों भुजाओं के बऱबर हैं (888 सर्वागसमता प्रतिबंध) 

. दे सकोण विभुज सर्वागसम होते हैं, यदि एक ज्रिपुज का कर्ण और कोई एक 

क्रमश: दूसरे ग्रिभुज के कर्ण और एक भुजा के बगबर हैं ((श9 सर्वागसमता 


है नाते 


हम 


ज्यॉक 


३- 


शक 


रा ४ 


हक | 





2.] भूमिका 

चतुर्भुज हमारे परिवेश में पाई जाने वाली एक सामान्य ज्यामितीय संरचना है। यदि हम अपने 
आस-पास देखें, तो किसी न किसी रूप में, जेसे-वर्ग, आयत, समांतर चतुर्भुज, समलंब के 
रूप में चतुर्भु दिखाई दे जाएगा। इन आकृतियों को पहचानने तथा इनके गुणों को जानने के 
लिए, हम चतुर्भुज की कुछ मूल अवधारणाओं का अध्ययन करेंगे। 

2,2 चतर्भज ह 

कक्षा में बैठ कर यदि हम मेज का ऊपरी तल, छत, दरवाजे, फर्श आदि की ओर देखें, तो सभी 
चतुर्भुन को याद दिलाएँगे। गणित की भाषा में चार रेखाखंडों वाली एक ही तल में बनी एक 
सरल बंद आकृति को चत॒र्धुन ($;४०/४/८/४४/) कहते हैं। इसके कुछ उदाहरण हैं: 


9 हि ै 
बा की ० 

लक 

2 


छ 8 है 
ठि 
खै छ खै छ 





आकृति 72.! 


पे पी 
हल, ही, ४ 


परंतु निम्न आकृति चतुर्भुज नहीं है, यद्यपि यह एक तल में चार भुजाओं वाली एक 
बंद आकृति है। यह सरल नहीं है। 
; (020 वडडसेफ।- ००0 


हे 
्ी 
श्र 


आकृति /2.2 
फिमाक।।: 
4, कुछ माचिस की तीलियाँ लीजिए और उनके फास्फोरस युक्त सिरे को काट दीजिए 
[आकृति 2.3 6)]। अब रबर नलिकाओं के कुछ छोटे टुकड़े लीजिए [आकृति 2.30॥)| 


गे 
|! है 
॥| 


(0 ४0 ४ 0... 


। 
| टी 
न हे... पक आम) 
| ह 


() ह (४) 





कक 7 गीत 
|! | रा 
[3 हे 
/0 पे 
;$ 
ई 
कर है 


(पं) (9) 
आकृति 72.3 
2, रबर नलिका दूबारा दो तीलियों को इस प्रकार जोडिए कि एक कोण बन जाए 
[आकृति ।2.3 (॥8]। 
3. दोनों मुक्त सिरों में से एक सिरे को एक तीसरी तीली के साथ इस प्रकार जोडिए कि 
क्रोई भी दो तीलियाँ एक रेखा में न हों [आकृति 2.3 (6५)|। 
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4. दोनों मुक्त सिरों- को एक चौथी त्तीली के साथ इस प्रकार जोडिए कि कोई भी दो 
तीलियाँ एक ही रेखा में न हों तथा तीलियाँ सिरों के अतिरिक्त किसी अन्य बिंदु पर. 
प्रतिच्छेद न करें (आकृति 2.4)। ऐसा करने पर हमें चतुर्भुज के आकार की वस्तु प्राप्त . 
होती है। त्रिभुज के विपरीत चतुर्भुज का आकार स्थिर नहीं है। यह आसानी से बदला 

जा सकता है। दो विपरीत कोनों पर दबाव लगा कर हम इस चतुर्भुज का आकार बदल 


सकते हैं। इस आकार को दृढ़ करने के लिए इसके विपरीत कोनों को दो और त्तीलियों 
की सहायता से जोड़ सकते हैं। 





| आकृति ॥2.4 
गणित की भाषा में, हम एक चतुर्भुज को इस प्रकार समझेंगे: ह 
यदि किसी तल में हम चार बिंदु &, 8, (! एवं 99 इस प्रकार लें कि 6) इनमें से कोई 
भी तीन बिंदु एक रेखा में स्थित न हों तथा (४) रेखाखंड ७8, 80, 02 एवं 708 अंत बिंदुओं 
को छोड़कर किसी अन्य बिंदु पर प्रतिच्छेद न करें, तो इन चारों रेखाखंडों से बनने वाली 
आकृति को चतुर्धुज (कष्बद्ा।वाशवा) कहते हैं (आकृति 2.5)। बिंदु &, 8, ८: एवं 0 
_ चतुर्भुज के शीर्ष (४०४४८०७) कहलाते हैं। ु ह 
संक्षिप्त रूप में, शीर्षों », 8, 0 एवं ० वाले हट 
चतुर्भुन को हम चतुर्भुज &800 कहेंगे। रेखाखंड . डक 
58, 80, 00 एवं 0 चतुर्भुज ७800 की ध्रजाएँ 
(४८४०) कहलाती हैं। रेखाखंडों द्वारा शीर्षों पर 


निर्मित कोण 79058, ४७30, 3९८7) एवं «006 कप झ् 
चतुर्भुग के कोण (०७६7८४) कहलाते हैं। इन कोणों 
को हम संक्षिप्त. रूप में क्रमशः 2७, 283, 2९ एवं आकृति 72.5 


८7 कहेंगे। 
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42,2,] अतुर्भज के विकण 
हम जानते हैं कि त्रिभुज का आकार दृढ़ होता है, 





परंतु चतुर्भन्त का आकार आसानी से बदला जा 


सकता है। किंतु यदि शीर्ष & एवं 0! अथवा छ एवं 
9 कॉ जीड दिया जाए, तो चतुर्भुज का आकार भी 
दृढ़ हो जाता है। सम्युख शीर्षों & एवं 0 तथा 8 
एवं 9 को जोड़ने वाले रेखाखंड ७८ एवं फा0 
चहुर्भुज ७800) के विकर्ण (६8०४5) कहलाते 
हैं (आकृति 2.6)। 


2.2,2 आसन भुजाएँ एवं सम्मुख भुजाएँ 


यदि हम एक चतुर्भुज की दो भुजाएँ लें, तो इंन 
भुजाओं में या तो एक उभयनिष्ठ शीर्ष होगा या 





कोई उभयनिष्ठ शीर्ष नहीं होगा। उदाहरणार्थ, चतुर्भुज॒. 


एऋठप (आकृति 2.7) की भुजाओं ॥४ एवं छाप 
में एक उभयनिष्ठ शीर्ष छ है, परंतु भुजाओं छछ 
एवं 6प्त में कोई उभयनिष्ठ शीर्ष नहीं है। चतुर्भुज 
की ऐसी दो भुजाएँ जिनमें एक उभयनिष्ठ शीर्ष 








आकृति 72.7 


होता है, आसनन्‍न भ्रुजाएँ (८4६/८८८४/ ४४४००) कहलाती हैं। जिन दो भुजाओं में उभयनिष्ठ शीर्ष 
नहीं होता वे सम्मुख भरुजाएँ (००४०७४४० &4६८४) कहलाती हें। चतुर्भुन छएठप्त में एए और 
0प्त तथा 67 और प्ला5 सम्मुख भुजाओं के दो युग्म हैं। इसी प्रकार, छात्र और ठप्त, ए और 
ए5, छ5 और 6प्त तथा ह० और प्र आसन्‍्न भुजाओं के चार युग्म हैं। ह 


2.2.3 आसन कोण तथा सम्मुख कोण 
यदि हम चतुर्भुज के दो कोण लें, तब या तो दोनों 
कोणों में एक उभयनिष्ठ भुजा होगी या कोई 
उभयनिष्ठ भुजा नहीं होगी। उदाहरण के लिए, 
चतुर्भुन 83070 (आकृति 2.8) में, <« तथा 
“53 में भुजा ७8 उभयनिष्ठ है। 








आकृति 2,8 
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उभयनिष्ठ भुजा वाले कोण आसन कोण (4०८४४ 4॥४४४०७) कहलाते हैं। इसी प्रकार, 
28 एवं “0०, “० एवं 2) तथा 9 एवं <« भी आसन्न कोणों के युग्म हैं। “8 एवं 
८८ में भुजा 80, (0 एवं 79 में भुजा (9 तथा «9 एवं .“& में भुजा 7) उभयनिष्ठ 
भुजा है। चतुर्भुन के दो कोण जो आसन्न कोण नहीं हैं, सम्मुख कोण (०79०57/6 4787७) 
कहलाते हैं। इस प्रकार, “« एवं “0 तथा 8 एवं 7 सम्मुख कोणों के दो युग्म हैं। 
2,2,4 चतुर्भुज का अध्यंतर एवं बहिभांग 
हम जानते हैं कि चतुर्भुज चार भुजाओं वाली एक समतल आकृति है। इस आकृति के द्वारा 
तल के बिंदु तीन भागों में निम्न प्रकार बाँट जाते हैं 
() एक भाग वह जो चतुर्भुज ७8८0 से घिरे ? 
एवं 0 जैसे बिंदुओं से बना है। इस भाग को 
चतुर्भुन का अभ्यंतर (%॥८४४०/) कहते हैं [आकृति 
2.9 (3)]| बिंदु 9 एवं 0, जो चतुर्भुज के 
अभ्यंतर में स्थित हैं, चतुर्भुनण के आतरिक बिंदु 
(#प्रथथंट/ 707४5). कहलाते हैं। 
(॥) दूसरा वह भाग जिसमें ॥९ एवं प' जैसे वे सभी 
बिंदु हैं जो चतुर्भु से घिरे नहीं हैं। इस भाग को 
चतुर्भुज का बहिर्भाग (८८४८/४४०७) कहते हैं [आकृति 
2,9 (॥)]। इस प्रकार के बिंदुओं ॥९ एवं प' को 
चतुर्भुज के बाह्य बिंदु ( €दाटस्‍ंए 7०5) कहते हैं। 
($9) तीसरा भाग स्वयं चतुर्भज »8000 है [आकृति 
2,9(4 )]। 








बिंदु ? चतुर्भुज के अभ्यंतर में तथा ॥२ बहिर्भाग आकृति 72.9 (॥) 
में स्थित है। रेखाखंड २ बनाने के लिए, हमें हा ः 
चतुर्भुण ४807) के किसी बिंदु को पार करना 
पड़ेगा। अर्थात्‌ च॒तुर्भुज के अभ्यंतर से बहिर्भाग ट्रि २ 


अथवा बहिर्भाग से अभ्यंतर में जाने के लिए, 

चतुर्भभ के किसी न किसी बिंदु से होकर जाना. न हू 

पड़ेगा। इस प्रकार, हम कहते हैं कि चतुर्भुज »800 चतुर्भन 

अपने अभ्यंतर की परिसीमा (90#८८79) है। आकृति 72,9 (॥7) 
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. चतुर्भुज #8८7 के अभ्यंतर को चतुर्भुज के 
साथ मिलाकर बने क्षेत्र को चतुर्भुजीय. क्षेत्र 
(बृष्बर्वीलाधिाटनवां >#टड/09 ). 83800) कहते है 
[आकृति 2.9 (५)]। ह 





चतुर्भुजीय क्षेत्र 





स्ल्ट आकृति 42.9 (४५) 
प्रझ्नावली 2.॥ 
. रिक्त स्थानों की पूर्ति कौजिए: 
(3) चतुर्भुज में .............. शीर्ष होते हैं। 
(४) चतुर्भुज में ............. भुजाएँ होती हैं। 
(99) चतुर्भुज में .............. कोण होते हैं। 
(7५) चतुर्भुज में .............. विकर्ण होते हैं। 


2. एक चतुर्भुज »800० तथा उसका एक़ विकर्ण »( खींचिए। विकर्ण चतुर्भुज को किन 
आकृतियों में विभाजित करता है? इस प्रकार की कितनी आकृतियाँ बनती हैं? 

.3, चतुर्भुज ४8८9) के अभ्यंतर में एक बिंदु ० लीजिए। इस बिंदु को शीष्षों 
&, 3, ९ एवं 0 से जोडिए। चतुर्भुक किस प्रकार की आकृतियों में विभाजित होता है? 
इन आकृतियों का नामांकनें कीजिए। 

4, आकृति 2.0 में, 70२5 एक चतुर्भुज है। 

(4) आसन्‍न भुजाओं के कितने युग्म हैं? 

.. उन्हें नामांकित कीजिए। 

(४) सम्मुख भुजाओं के कितने युग्म हैं? 
उन्हें नामांकित कीजिए। ... . 

(8) आसन्न कोणों के कितने युग्म हैं? उन्हें... 
नामांकित कीजिए। “ 

(7४) सम्मुख कोणों के कितने युग्म हैं? उन्हें नरक सिस: 
नामांकित॑ कीजिए। आकृति /2.70 ... 





न्‍ तुभुस  2प0 

5. एक चतुर्भुन ७8000 खींचिए। चतुर्भुजीय क्षेत्र ७३८४) को छायांकित कीजिए। इसके 
() शीर्षों, (8) कोणों, (॥0) विकर्णों, (५४)- आसन्‍्न भुजाओं, (५) आसन्‍न्न कोणों, 
(४) सम्मुख भुजाओं एवं (५४) सम्मुख कोणों के नाम लिखिए। 

6, चतुर्भुन 48८70 के अभ्यंतर में एक बिंदु |॥ तथा बहिर्भाग में बिंदु [7 का चयन कीजिए 


तथा शाप को जोडिए। क्‍या रेखाखंड शा चतुर्भुन से कहीं मिलता है? यदि हाँ, तो 
कितने बिंदुओं पर? 


2.3 अतुर्भुज के कोणों के योग का गुण 

क्रियाकलाप १ 

3, एक मोटा कागज लीजिए और उस पर एक 
चतुर्भुज »8(00 खींचिए। 

2. इसके कोणों पर चिह्न अंकित कर उन्हें , 2, 
3 एवं 4 से नामांकित कीजिए। कैंची द्वारा . 
चतुर्भुजीय क्षेत्र ७3070 को काट लीजिए 
(आकृति 42.)। 

3, इस चतुर्भुजीय क्षेत्र की चार भागों में इस 
प्रकार काटिए कि प्रत्येक भाग चतुर्भुज का 
एक कोण , 2, 3 या 4 निर्धारित करे 
(आकृति 2.2)। ; 

4. एक किरण 07 खींचिए। अब काटे हुए कोणों 
को इस प्रकार रखिए कि प्रत्येक का शीर्ष 0 
पर आए। पहले >। को इस प्रंकार रखिए कि 
इसकी एक भुजा 07 के अनुदिश रहे। अब 
दूसरे कोणों को इस प्रकार रखिए कि न तो वे 
एक दूसरे पर चढ़ें और न उनके बीच कोई ह 
स्थान खाली बचे (आकृति 2.3)। आकृति 42./3 

5. इस प्रकार हमें क्‍या प्राप्त होता है? हम देखते हैं कि चारों कोण मिलकर 0 पर॑ एक 
संपूर्ण कोण (००४%/४४० ८०४०) बना रहे हैं। हम ज़ानते हैं कि संपूर्ण कोण का माप 
360" होता है। 
अतः, चतुर्भुज »8८0 के चारों कोणों का योग 360० है। 
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॥ञकलाप 2: चार चतुर्भुज खींचिए तथा प्रत्येक को ७8८70 से नामांकित कौजिए। हे 
॥, ॥, पा एवं ॥9 से क्रमांकित कीजिए प्रत्येक के कोणों को माप कर प्रेक्षणों को सारणी के 


रूप में निम्न प्रकार भरिए: 
5-.८७+/3+“(+.2) | 360९ 


चतुर्भज का क्रमांक |, 23, 20, 9 






ः 
| ह 
गा 


आप देखेंगे कि 360%-& या तो शून्य है या नगण्य। यदि माप ठीक से नहीं लिया गया, तब 
ही 360"-$ का मान शून्येतर प्राप्त होगा। इस प्रकार, प्रत्येक सही स्थिति में, 
८७ + 283 + “0 + 0 < 360" 
क्रियाकलाप 3: 
4. एक चतुर्भुन ४800 खींचिए तथा विकर्ण 
. ४0 बनाइए। यह विकर्ण चतुर्भुज को दो त्रिभुजों 
880 एवं ७700 में विभाजित करता है। 

2.  कोणों 8७0, 000, 80५ एवं 700& को 
क्रमशः , 2, 3 एवं 4 से नामांकित कीजिए 
(आकृति 2.84)। आकृति 2./4 

3. क्‍या आप 2+ “28+ 23 तथा “2+ 24 + .27 प्राप्त कर सकते हैं? 
त्रिभुज के कोणों के योग के गुण के अनुसार, 

<2+ 28 + 23 800 () 
“2+<24+<20 5-80".. . (2) 
(।) एवं (2) का योग लेने पर, हमें प्राप्त होता है कि 
< + ८8 + 23 + <2+ ८4 + 220 5 80"+800 < 3600 





या (८] + ८2) + ८8 + (८3 + 24) + 20 5 3600 
अत;, “0५393 + ८3 + 23८0) + >70 - 3600 
या “8 + 28 + “0 + “0 - 3607 - 4 समकोण 


अर्थात्‌ चद॒ुर्थज् के' चारों कोणों का योग 360? या 4 समकोण होता है। 
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दाहरण 4: चतुर्भुज ७3८0 का 20 20" तथा «&- 28 - “० है। चतुर्भुज के शेष 
तीनों कोण ज्ञात कौजिए। 
हुलः चतुर्भुज ७8८7 में, 

270 - 20%, 

मान लें कि 260 - 23 - “0 - ४? 

तब चतुर्भुज के कोणों के योग-गुण से, 

28 + 23 + 20 + 20 5 360 





या 20 + 2९ + 5९ +207 - 360९ 
या ' ्ः ' 32९ - 3607 - ]207 - 2407 
या ह 3 अप 35 ल्‍ 800 
3 
अत:, .. ८8 - 283 5 “(0 - 80% 


उवाहरण 2: एक चतुर्भुज के तीन कोण : 2: 3 के अनुपात में हैं। यदि इनमें से सबसे 
छोटे तथा सबसे बड़े कोणों का योग 80" हो, तो चतुर्भुज के चारों कोणों के माप ज्ञात 
कीजिए। 


हलः मान लीजिए कि चतुर्भुज के तीन कोण क्रमशः »", 22? व 3» हैं (कोण ; 2: 3 
के अनुपात में हें)। 


दिए हुए प्रतिबंध के अनुसार, 
>0+ 320 - 807 

या झ 5 457 
इस प्रकार, 2:० - 90% तथा 3:०0 - 35% 
अतः, तीन कोण 45" 90" और 35० हैं। 
अब चतुर्भुज के कोणों के योग-गुण से, 

८४8 + ८83 + <0+ 0 5 360? 
या. 457९+ 907 +35० + 20 < 360* 
अर्थात्‌ 40 5 360" - 2707< 90" 
अतः, चतुर्भुज के चारों कोणों के माप 45%" 90%, 35* एवं 90 हैं। 
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, यदि हम एक तल में चार बिंदु &, 8, ० एवं 7) इस कु लें कि इनमें से कोई भी 


छ्ज़ेछर 


' कहलाते हैं। 


पी 


ह; 
४ 8, 
9, 
40. चतुर्भुज ७38८!) का अभ्यंतर चतुर्भुजं की परिसीमा (अर्थात्‌ स्वयं चतुर्भुज) के साथ 


[/. चतुर्भुज के कोणों का योग 360 होता है। 


गणित 

प्रश्चावली ॥2.2 
एक चतुर्भुज के तीन कोणों के माप 70", 50* एवं 25० हैं। चौथे कोण का माप क्या होगा? 
चतुर्भुज ७800 में; 20 > 50% तथा “७ - 23 - “0 है। चतुर्भुज के अन्य तीनों 
कोणों &, छे एवं ० को ज्ञात कौजिए। 
चतुर्भुज के दो कोणों में से प्रत्येक का माप 65" है। यदि तीसरे कोण का माप 35० 
है, ती चौथे कोण का माप क्‍या है? 
एक चतुर्भुर के सभी कोणों के मांप बराबर हैं। प्रत्येक का माप क्या है? 
क्या ऐसा चतुर्भुज संभव है, जिसके कोणों के माप 25०, 35०, 60० एवं 75० हों? 
कारण बताइए। 
एक चतुर्भुज के चार कोण 3 : 5 :7 : 9 के अनुपात में हैं। ये कोण ज्ञात कीजिए। 
एक च॒तुर्भध के कोण | :2 :3 : 4 के अनुपात में हैं। चारों कोणों के माप क्‍या हैं? 











याद रखने योग्य बातें 


तीन सरेख नहीं हों तथा रेखाखंड ७8, 80, (70 और 798 अंत बिंदुओं को छोड़कर 
परस्पर कहीं नहीं काटते हों, तो इन चारों रेखाखंडों से बनी आकृति को चतुर्भुजः 
४3८79 कहते हैं 

बिंदु &,7, ० एवं 9 चतुर्भुज के शीर्ष कहलाते हैं। 

रेखाखंड ७8, 80,-(70 एवं 7) चतुर्भुज ४3८0 की भुजाएँ कहलाती हैं। 

“%4, 283, “0 एवं .29 चतुर्भुज. के चार कोण कहलाते हैं। 

सम्मुख शीर्षो को जोड़ने वाले रेखाखंड 80८ एवं 87 चतुर्भुज ७800 के विक्रर्ण 


चतुर्भुज की वे दो भुजाएँ जिनमें एक शीर्ष उभयनिष्ठ होता है, आसन्‍्न भुजाएँ 
कहलाती हैं। 

चतुर्भुज में वे दो भुजाएँ जिनमें कोई उभयनिष्ठ शीर्ष नहीं होता, सम्मुख भुजाएँ 
कहलाती हैं 

चतुर्भुज के वे दो कोण जिनमें एक. भुजा उभयनिष्ठ होती है, आसन्‍न कोण कहलाते हैं। 
चतुर्भुज के वे दो कोण जो आसनन्‍्न कोण नहीं हैं, संम्मुख कोण कहलाते हैं। 


मिलकर चतुर्भुजीय क्षेत्र ५8070 बनाता है। 





3,4 भूमिका 

वृत्त के बारे में आप कक्षा शा में पढ़ चुके हैं। यहाँ हम वृत्त, केंद्र, त्रिज्या, अर्धवृत्त आदि 
अवधारणाओं को दोहराएँगे तथा वृत्तखंड के बारे में जानेंगे! हम वृत्त के कुछ गुणों का भी 
अध्ययन करेंगे। 

3.2 बत्तखंड 

याद कीजिए कि वृत्त तल में बनी वह बंद आकृति है, जो तल में स्थित उन सभी बिंदुओं 
से मिलकर बनी है, जो तल में स्थित एक निश्चित बिंदु 0 से अचर दूरी पर हैं 
[आकृति 3.(4)]। 





(7) 0 कई ह (7) 
आकृति [३,7 

निश्चित बिंदु 0 वृत्त का केंद्र (८६॥॥८) तथा अचर दूरी 08 (७# मान लीजिए) वृत्त की 
जिज्या (0४5) कहलाती है। . 

यदि एवं 8 वृत्त पर स्थित दो बिंदु हैं (आकृति 3.(॥)], तो रेखाखंड ४8 वृत्त 
की जीवा (८४०४) कहलाती है। बृत्त के केंद्र से होकर जाने वाली जीवा वृत्त का व्यास 
(६००४४४४०) कहलातीं है। बिंदु & एवं 8 वृत्त को दो भागों में बाँटते हैं, जिन्हें चाप (०८४) 
कहते हैं। सामान्यतः दोनों चाप बराबर नहीं होते। छोटे भाग को लघु चाप (ऋ#०/ द्ा८) तथा 


289. गणित 


बडे भाग को दीर्घ चाप (द्वां०/८/८) कहते हैं। आकृति 3. (॥) में, ४४४8 दीर्घ चाप तथा 
858 लघु चाप है। वृत्त के चाप एवं चाप की जीवा से परिबदूध क्षेत्र को वृत्तखंड 
(5८९४४९४ ८7 2८726) कहते हैं। आकृति 3,। (॥) में, छायांकित भाग #हछ एक 
: वृत्तखंड है। वृत्त का वह. भाग जो छायांकित नहीं है वृत्त का दूसरा वृत्तखंड है। यहाँ ५»॥8 
लघु वृत्तखंड तथा «५9 दीर्घ वृत्तखंड है। 


33,3 >धक्षृत्तीय दत 


हम जानते हैं कि विशेष स्थिति में, जब जीवा वृत्त का व्यास होती है, तो इसके अंत बिंदु 
वृत्त को दो बराबर भागों (चापों) में विभाजित करते हैं। इनमें से प्रत्येक भाग अर्धवत्न 


(एथ्कांटंश्टांट) कहलाता है। आकृति 3.2 (५१) में, ४8 चुत्त का व्यास है तथा भागों #2१७)॥| 
०0 


हे के 
आन, 


(77) 
आकृति /3.2 

एवं ४) में से प्रत्येक एक अर्धवृत्त है [आकृति 3.2 (॥)]। यहाँ & एवं ४ दोनों अर्धवृत्तों 
में से प्रत्येक के अंत बिंदु हैं तथा व्यास 8 अंत बिंदुओं को छोड़कर किसी भी अर्धवृत्त 
का भाग नहीं है। 

अब तल के उस भाग पर विचार करें, जो व्यास ४8, अर्धवृत्त &08 तथा वृत्त के 
अभ्यंतर के उस भाग से बना है, जो अर्धवृत्त &(४ एवं व्यास »8 से परिबद्ध है। इस क्षेत्र 
को छायांकितं कीजिए, जैसा आकृति 3.3 (3) में दर्शाया गया है। इस क्षेत्र को एक 
अर्धवृत्तीय क्षेत्र (ल्‍दकऋांटा/०४६ा-7८8४7/०0) &08 कहते हैं। परंतु अछायांकित भाग ४78 भी 
व्यास ४3 के साथ मिलकर एक अर्धवृत्ताकार क्षेत्र बनाता है [आकृति 3.3 ()]। दोनों 
अर्धवृत्तीय क्षेत्र ७०8 एवं ७॥)8 मिलकर वृत्तीय क्षेत्र (८;८प्रांव/ 728०0) #703९0:५ बनाते 
हैं [आकृति 3.3 (#) और (॥9)]। 
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(४) (४7) (77) 
.. . आकृति 3.3 + 
43.4 अर्धवृत्त एवं बृत्तखंड में कोप 
केंद्र ०0 वाले एक वृत्त की रचना कौजिए। इस वृत्त का एक व्यास ९० बनाइए 
[आकृति 3.4 (१)]। किसी एक अर्धवृत्त पर बिंदु & अंकित कीजिए तथा ए$ एवं 08 को 
जोडिए। इस प्रकार प्राप्त कोण /?$50 अर्धवृत्त में कोण (द्कह्वार क 4 5छकप्रंट/2०). कहलाता 


है। 





(४) | (४7) 
आकृति 3.4 
इस प्रकार, अर्धवृत्त में कोण वहक्लैकोण है, जो अर्धवृत्त के किसी बिंदु को व्यास के अत 
बिंदुओं से मिलाने वाले रेखाखंडों द्वारा बनता है। 
“7५0 अर्धवृत्त में बना एक कोण है। क्‍या आप इसी अर्धवृत्त में कोई अन्य कोण बना सकते 
हैं? हाँ, शर0 इसी अर्धव॒त्त में एक अन्य कोण है [आकृति 3.4 (॥)]। 


. हा. गणित 
॥3,59,॥ स्लखसड में काए 


याद कीजिए कि वृत्तरकंड वृत्तीय क्षेत्र का वह भाग है, जो एक जीवा तथा उससे निर्मित वृत्त 
के दो चापों में से किसी एक चाप दूवारा परिबद्ध होता है। 


आइए, केंद्र 0 वाले एक वृत्त के वृत्तखंड -२57' पर एक बिंदु ? का चयन करें 
[आकृति 3.5 (3)]। ? को ए एवं प' से जोड़कर >राश' बनाएँ। इस प्रकार बना “एश 
वृत्तखंड 7२७१' में कोण कहलाता है। 7२07' भी इसी वृत्तखंड में कोण है। क्‍या इसी 
वृत्तखंड में और भी कोण बनाए.जा सकते हैं? यदि हाँ, तो कितने? 





(मा | ४8) 
आकृति 3,5 


इसी प्रकार, >राश' दीर्घ चाप 7२07 से निर्मित वृत्तखंड में एक कोण है [आकृति 
3,.5 (॥)]। 


इस प्रकार, वृत्तखंड में कोण वह कोण है जो वृत्तखंड की संगत चाप के किसी बिंदु 
को चाप के अंत बिंदुओं से मिलाने वाले दो रेखाखंडों से मिलकर बनता है। 
5 चुत्त से संबंधित कोणों के गुण 


अब हम अर्धवृत्त तथा वृत्तखंड में बने कोणों के. कुछ रोचक गुणों का अध्ययन करेंगे। 

क्रियाकलाथ;....... .... " छै 

. किसी भी लंबाई का एक रेखाखंड ४8 खींचिए तथा इसके मध्य-बिंदु को 0 से 
दर्शाइए। 


. 2. ४४ व्यास वाला एक अंधर्धब॒त्त खींचिए (आकृति 3.6)। 


3. अर्धवृत्त पर एक बिंदु (: लेकर 
रेखाखंड &(: तथा 80 बनाइए। 
इस प्रकार बना «(0४8 अर्धवृत्त 
279 में एक कोण है। 


अब एक चाँदा लेकर इस प्रकार 

रखें कि इसकी 0- 80 रेखा 
&(0 के अनुदिश रहे तथा उसका 
केंद्र ० पर पड़े, जैसा कि आकृति 
3.6 में दिखाया गया है। अब 
चाँदे पर भुजा (8 के संगत चिह्न 
को देख कर, “«(८8 का माप 
लिखें। आप क्‍या देखते है? 
“208, 90" या एक 'समकोण 
के बराबर है। 
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आकृति 43.6 





अब अर्धवृत्त पर एक अन्य बिंदु 9 लें [आकृति 3.6)]। 08 तथा ए8 को जोडें। पूर्व 
की तरह, इस प्रकार बने “«)8 का चाँदे की सहायता से माप लें। हम देखते हैं कि «08 


भी एक समकोण है 
सकते हैं (आकृति 3.7)। हमें पुनः प्राप्त 


५० 





ही प्राप्त होगा। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है; 


.. आकृति 73.7 77 
अर्धवृत्त पर कुछ और बिंदु लेकर इस क्रिया को दोहराइए। 


। हम «(8 एवं 2४708 को सेट स्क्‍्वेयर की सहायता से भी माप _ 
प्त होगा कि 2808 और «78 समंकोण हैं। 





हल 5 


प्रत्येक दशा में, हमें एक. समंकोण, 


गुण ॥: अध॑वृत्त में बना कोण एक समकोण होता है। 


१3.5,+ चुत्तखंड में कोण 

पिछले अनुच्छेद में, हम वृत्तखंड में कोण बनाना 
सीख चुके हैं। केंद्र 0 वाले वृत्त के वृत्तखंड 
34000 में दो कोण “83.40 एवं “28700 बनाइए 
(आकृति 3.8)। चाँदे का प्रयोग कर इन कोणों 
को मापिए तथा 8340 - 8702 प्राप्त कौजिए। 
इसी प्रकार, दो अन्य वृत्त बनाइए तथा प्रत्येक वृत्त 
के लिए उपर्युक्त प्रक्रिया दोहराइए। इन वृत्तों को 
क्रमांक ।, 2 एवं 3 देकर निम्न सारणी को पूरा आकृति 3,8 


कीजिए; 
वृत्त का क्रमांक | >8/८ 28700 “3.40-..28700 


, 
2. 
3. 


हम देखते हैं कि, प्रत्येक दशा में, .28/(--.280 शून्य अथवा नगण्य है। इस प्रकार, 
हम कह सकते हैं कि 28७९० - “872८ है। 
अर्थात्‌ एक ही वृत्तखंड में बने कोण बराबर होते हैं। 


क्रियाकलाध: केंद्र 0 वाला एक वृत्त खींचिए (आकृति 
3.9)। वृत्त पर दो बिंदु & एवं 8 लेकर उन्हें जोडिए॥। 
जीवा «9 वृत्तीय क्षेत्र को दो खंडों में विभाजित करती है। । 
अब एक ही वृत्तखंड में 22८98 तथा <“«98 बनाइए है 
जैसा कि आकृति 3.9 में दर्शाया गया है। एक अक्स. »“/+ 
कागज लेंकर “४0४ की अक्स प्रतिलिपि बनाइए। इस . 
अक्स प्रतिलिपि को <»708 पर इस प्रकार अध्यारोपित 
कीजिए कि (८ बिंदु 9 पर तथा (८५ रेखाखंड 5५ के 
अनुदिश रहे। आप कया देखते हैं? क्या भुजा 08, भुजा 08 
के अनुदिश है? यह सत्य है, अर्थात्‌ “2७०08, “४708 को आओ 
पूरी तरह ढक लेता है। इस प्रकार, हमें प्राप्त होता है; आकृति 3.9 
भुण ॥[: एक ही वृत्तखंड में बने कोण बराबर होते हैं। ह 









उद्दाहरण 4: यदि संलग्न आकृति 3.0 के वृत्तखंड 
80098 में बना “083 - 66" है, तो “«॥)8 का 
माप क्‍या है? 

हलः गुण तर के अनुसार, एक ही बृत्तखंड में 
बने कोण बराबर होते हैं। 

अतः, <#708 + ८2208 < 66% 

इस प्रकार, «98 ८ 66 है। 


ग्रश्नावली' 43,7 


लुत्ते पहप 





आकृति 3.70 


केंद्र 0 एवं त्रिज्या 4 सेमी वाला एक वृत्त बनाइए। इस वृत्त के एक वृत्तखंड को बनाने 


के लिए आवश्यक चरणों को स्पष्ट कीजिए। 


किसी त्रिज्या वाले तथा केंद्र 0 वाले एक 
वृत्त की रचना कीजिए। एक व्यास ७8 
खींचिए तथा एक अर्धवृत्ताकार क्षेत्र को 
छायांकित कीजिए। | 


प्रश्न 2 के अर्धवृत्ताकार क्षेत्र में चार कोण 
दर्शाइए। 

यदि आकृति 3.]] में, “७०७ -60" है, तो 
“<798 क्‍या होगा? कारण बताइए। 


किसी भी त्रिज्या वाले एक वृत्त में एक 
व्यास &8 खींचिए। किसी भी एक अर्धवृत्त 
में तीन बिंदु 0, 70 एवं छ लेकर “४05, 
“४7908 और «४088 बनाइए। एक चाँदे 
दवारा इन कोणों को मापिए। आप क्या देखते 
है) 

आकृति 3.2 में, वृत्तखंड 47८ में बने 
<“#?श) और “«(9) के माप ज्ञात कीजिए। 





आकृति 3,/2 


288... गणित 


7. आकृति 3.3 के कोणों #८8 एवं &8८ के माप ज्ञात कोजिए, जबकि 0 वृत्त का 
केंद्र है। 





आकृति 3.43 आकृति 3,44 


8, आकृति 3.4 में, 2२08 एवं 2२०७ के माप ज्ञात कीजिए। 
9, आकृति 3.5 में बने कोणों ॥9%9 एवं एछ0 के माप ज्ञात कीजिए। 





आकृति [.75 . आकृति . 73,[6 


0. आकृति 3.6 में, यदि &8 - ७९! तथा «8८ - 55० है, तो 892 ज्ञात कीजिए। 
थाद रखने चोग्य बातें 
ह « एक वृत्त के चाप तथा चाप की संगत जीवा से परिबदध क्षेत्र वृत्तखंड कहलाता 
है। ' | ह 
2, तल का वह भाग जिसमें व्यास,. अर्धवृत्त तथा व्यास एवं अर्धवुत्त से घिरा वृत्त का 
अभ्यंतर सम्मिलित होता है,. अर्धवृत्तीय क्षेत्र कहलाता है। 
3. अर्धवृत्त में बना कोण एक समकोण होता है।. 
4, एक ही वृत्तखंड में बने कोण बराबर होते हैं। 








४ कननाभर नमन “लटीलापकम»» व न अएाजज-3,५-७०० 
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ज्यामिति, अर्थात्‌ ' जिओमेटरी', यूनानी भाषा के दो शब्दों ६८० और #९/०७ से मिलकर 
बना है। '४८०' का अर्थ है 'भूमि' और 'ऋ८#०७ ' से तात्पर्य 'मापने' से है। इस प्रकार, 
ज्यामिति का प्रारंभ उस समय हुआ जब पहली बार लोगों को भूमि मापने की आवश्यकता 
हुई। 

संभवत: प्राचीन मिस्त्र-निवासी ज्यामिति का अध्ययन करने वाले पहले लोग थे। प्रति वर्ष 
आने वाली बाढ़ के कारण नील नदी के लंबे तट के भू-चिह्न मिट जाते थे। अत; उन्हें फिर. 
से बनाने के लिए उनको भूमि मापने की “आवश्यकता पड़ती थी।. परंतु उन्हें केवल आयतों 
और त्रिभुजों जैसी सरलरेखीय आकृतियों के' क्षेत्रफल ही निकालने होते थे। उन्होंने अपने 
अद्भुत पिरामिड बनाने के लिए भी ज्यामिति का विकास किया। वास्तव में, उनके माप इतने 
परिशुद्ध थे कि उनके विशाल पिरामिड के वर्गाकार आधार की भुजाओं में सापेक्ष त्रुटि 


क्र से भी कम है। (अर्थात्‌ यदि एक भुजा की लंबाई को एक मात्रक मान लें, तो अन्य 


भुजाओं की लंबाई और एक मात्रक में अंतर --- से भी कम है।) साथ ही, कोने के 


4000 


समकोणों की सापेक्ष त्रुटि ----- से भी कम हे। 


27000 

बेबीलोनिया-वासी भी ज्यामिति का प्रयोग केवल सरलरेखीय आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात 
करने के लिए करते थे। इन आकृतियों के क्षेत्रफल निकालने के लिए उन्होंने कई सूत्र भी 
बनाए। ये सूत्र बेबीलोनिया के एक प्राचीन गणित पाठ्य (८४) रींड पैपिरस (कवे 
749)7४४५, 650 ईसा पूर्व) में उपलब्ध हैं। कोणों को अंशों (4८६/०८७) में मापने का श्रेय भी 
बेबीलोनिया- वासियों को ही जाता है। 

मिस्त्र-वासियों से ज्यामिति का ज्ञान यूनानियों को मिला। यूनानियों ने ज्यामिति का 
क्रमबद्ध विवेचन किया और इसके अध्ययन का विस्तार क्षेत्रफल आदि निकालने 
(विस्तार- कलन या क्षेत्रमिति) से आगे बढ़ाकर बिंदुओं, रेखाओं तथा तलों से बनी आकृतियों 
तक किया। इस संबंध में, मिलेटस (॥87/2/9०) नगर में रहने वाले व्यापारी थेल्स (7725, 
640-546 ईसा पूर्व) का नाम लिया जा सकता है। उन्होंने छोटी आयु में ही अपार धन एकत्र 
कर लिया था और अपनी शेष आयु देशाटन और अध्ययन-अध्यापन में बिताई। मिम्न में भ्रमण 
करते हुए, उनकी रुचि ज्यामिति में हुई। यूनान वापिस लौटने पर उन्होंने अपने मित्रों को 


290. गणित 
ज्यामिति सिखाना आरंभ कर दिया। ऐसा समझा जाता है कि &$« सर्वागसमता प्रतिबंध का 
प्रयोग थेल्स द्वारा समुद्र के जहाजों के बीच दूरी ज्ञात करने के लिए किया गया। 


थेल्स के शिष्यों में पाइथागोरस (#9/॥॥०४०7४७, 580-500 ईसा पूर्व) सबसे अधिक 
विख्यात हुए। ऐसा समझा जाता है कि उनके नाम से प्रसिद्ध पाइथागोरस प्रमेय को सबसे 
पहले डब्डोंने सिदूध किया। यूनानी गणितज्ञों में यूक्लिड (##८४४) सबसे अधिक विख्यात 
हुए। तब तक के गणित के ज्ञान को व्यापक रूप से, और ज्यामिति के ज्ञान को विशेष रूप 
से, क्रमबद्ध रूप से संग्रहीत करने का श्रेय यूक्लिड को जाता है। उनका कार्य तेरह खंदों 
वाली ऐलीमैंटस (#॥6॥#४॥५) नाम से प्रसिद्ध पुस्तक में दिया गया है। अत्यंत स्पष्टता तथा 
विस्तार से उन्होंने रेखाओं, आयतों, वर्गों, समांतर चतुर्भुजों, वृत्तों, स्पर्श रेखाओं और जीवाओं 
का विवेचन किया है। प्रतिज्ञापन, कथन, रचना और उपपत्ति से परिणाम तक, निरूपण की 
जो प्रथा यूक्लिड ने चलाई थी वह लगभग वैसी ही आज तक चली आ रही है। 


यद्यपि ज्यामिति को क्रमबद्ध रूप से एक विज्ञान की भाँति विकसित करने का श्रेय 
यूनानियों को जाता है, तब भी प्राचीन भारतीयों में ज्यामिति के अध्ययन-अध्यापन की प्रथा 
थी। सामान्य रूप से ऐसा समझा जाता है कि भारत में ज्यामिति का अध्ययन यज्ञ जैसे धार्मिक 
अनुष्ठानों के लिए विभिन प्रकार की वेदियाँ बनाने के संबंध में आरंभ हुआ। वेदियाँ अनेक 
सम आकारों में बनाई जाती थीं। इनके निर्माण के लिए ज्यामितीय आकृतियों के विषय में 
पर्याप्त ज्ञान होना आवश्यक था। शुल्बसूत्रों में, जिनका रचना-काल लगभग 800-500 वर्ष 
ईसा पूर्व माना जाता है, इन बेदियों के निर्माण के लिए अनेक सूत्र मिलते हैं। मोहनजोदडो 
और हड़प्पा (अब पाकिस्तान में) तथा लोथल (भारत के गुजरात राज्य में) में की गई खुदाई 
से पता चलता है कि प्राचीन भारत में ज्यामिति का उपयोग न केवल वेदियाँ बनाने में होता 
था, अपितु इसका उपयोग कॉलोनियों के विन्यास तथा मकानों, सड़कों एवं अन्य भवनों के 
निर्माण में भी होता था। ज्यामिति के अध्ययन में उल्लेखनीय योगदान देने वाले प्राचीन भातत 
के कुछ गणितज्ञों के नाम हैं: बौधायन (800 ईसा पूर्व), आर्यभट (जन्म 476 ई.), ब्रह्मगुण 
(जन्म 598 ई.) तथा भास्कर (जन्म 4 ई.)। 








4. भूमिका 
कक्षा शा में, आपने परिमाप और क्षेत्रफल की धारणाओं का अध्ययन किया था। विशेष रूप 
से, आपने आयतों और वर्गों के परिमापों और क्षेत्रफलों का अध्ययन किया था। निम्नलिखित 
सूत्र आपको याद ही होंगे; 
आयत का परिमाप - 2 (लंबाई + चौड़ाई) 
आयत का क्षेत्रफल- लंबाई  चौडाई 
वर्ग का परिमाप - 4» भुजा 
और वर्ग का क्षेत्रफल - (भुजा)ः 
यदि हम अपने वातावरण में चारों ओर देखें, तो हमें बहुत-सी आयताकार और वर्गाकार 
वस्तुएँ दिखाई देंगी, जैसे कि आयताकार पार्क या बगीचे, कमरे का फर्श, चित्र, पोस्टर आदि। 
आपने ध्यान दिया होगा कि बहुधा पार्कों में अंदर या बाहर या बीच में (चोपड़ की तरह 
कुछ स्थान पथों के रूप में छोड़ दिया जाता है जिससे कि लोग सुबह-शाम वहाँ घूम-फिर 
सकें। कई बार, किसी चित्र या पेंटिंग (पोस्टर या फोटो) को मढते समय चित्र के चारों ओर 
कुछ स्थान (या मार्जन या पट्टी) छोड़ दिया जाता है। इसी प्रकार, कभी-कभी घर में हम 
किसी कमरे के चारों ओर बरामदा बनाना चाहते हैं। ऊपर जैसे कार्यों की योजना ठीक से ' 
बनाने के लिए, हम सामान्यतः: आयताकार और वर्गाकार पथों से संबंधित इन कार्यों में होने 
वाले व्यय का पूर्वानुमान करना चाहेंगे। ऐसा करने के लिए हम इस अध्याय में, आयताकार 
पथों के क्षेत्रफल निकालना सीखेंगे। इसके बाद, इस ज्ञान का प्रयोग हम दैनिक जीवन की 
कुछ समस्याएं हल करने में करेंगे। 
4,2 आयताकार पथ ु | 
आयताकर पथ .(+८८४४४४४/८/ ॥०/0/5) सामान्यतः किसी आयत के चारों ओर 
(भीतर या बाहर) या फिर मध्य पथों के रूप में पाए जाते हैं। हम इनके क्षेत्रफल निकालने 
की विधि कुछ उदाहरणों द्वारा समझाएँगे। 


7202... गणित 
उल्ाहश्णा : 40 मी लंबे और 25 मी चौड़े एक आयताकार लॉन के चारों ओर बाहर 2 भी 
चौडा पथ बनाना है। इस पथ का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
हल; आइए, लॉन को आयत ७8८7 से निरूपित 
करें और इसके चारों ओर के पथ को आकृत्ति 
4.] में दिखाए अनुसार छायांकित क्षेत्र से। 
स्पष्टत:, इस दशा में, सम 2 
छा (40+ 2+ 2) मी - 44 मी छ&क्‍-.44शै----5५ 
और (25 +2+2) मी 5 29 मी आकृति 4.। 
अब, पथ का क्षेत्रफल - आयत 776मप्त का क्षेत्रफल - आयत ७800 का क्षेत्रफल 
(44 3८ 29 - 40 » 25) मी ह 
(276 - 000) मी* 
- 276 मी” 
इस प्रकार, पथ का क्षेत्रफल 276 मी? है। 
जवाहरण 2: 65 मी भुजा वाले एक वर्गाकार मैदान की परिसीमा के साथ लगा हुआ भीतर 


की ओर एक 2.5 मी चौड़ा पथ बना हुआ है। इस पथ का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। मैदान के 
शेष भाग में 5 रु प्रति वर्ग मी की दर से खाद डालने में क्‍या व्यय आएगा? 








कीजिए (आकृति 4.2) और भीतर चारों ओर के 
पथ को छायाकित क्षेत्र से। 
अब, पथ का क्षेत्रफल - वर्ग 28८70 का 
क्षेत्रफल - वर्ग 870प्त का क्षेत्रफल 

- (65 )८ 65 - 60 » 60)मी* 
(4225 -3600)मी* 

< 625 मी 
जिस क्षेत्र में खाद डालनी है, उसका क्षेत्रफल 

< 60% 60 मीः 

5 3600 मी? ह ह 
«5 रु प्रति वर्ग मी की दर से खाद डालने का व्यय 53600 »5 रु 5 8000 रु 


॥ 





आकृति 4.2 


आयताकार पथों के अन्रफल... 3०१ 


उदाहरण 3: 72 मी लंबे और 48 मी चौड़े एक आयताकार पार्क के केंद्र से होकर जाते, 
एक दूसरे पर लंब चौपड के आकार में 2 मी चौड़े दो पथ ऐसे बने हुए हैं कि प्रत्येक पार्क 
की एक भुजा के समांतर है। पथों का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए पार्क के शेष भाग का क्षेत्रफल 
भी ज्ञात कीजिए। ह 
हल; आकृति 4.3 में, ७8८7) पार्क को और आयत 70२5 तथा ए-ठम्त पथों को 
_निरूपित करते हैं। हे 
पथों का क्षेत्रफल - ?()7२७५ का क्षेत्रफल + ॥४5प्त का क्षेत्रफल - [टा (ाए का क्षेत्रफल 
(48 ५2 + 72» 2 -- 2 » 2)मी? 
- (96+44-4) मीः || 
+ 236 मी* 
आगे, पार्क के शेष भाग का क्षेत्रफल 


- पथों का क्षेत्रफल 
- (72 »८ 48 - 236) मी? 
+ (3456 - 236) मीः 
+ 3220 मी? 





72 मी ज्््-प/पजएजे 


आकृति 4,.3 





प्रश्वावली ॥4,॥ 
3. एक बगीचा 90 मी लंबा और 75 मी चौड़ा है। उसके बाहर चारों ओर एक 5 मी चौड़ा 
.. पथ बनाना है। पथ का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
2. 00 मी भुजा वाले एक़ बर्गाकार पार्क के भीतर उसकी परिसीमा से लगा 5 मी चौड़ा 
पथ बना हुआ है। पथ का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
3. विमाओं 25 मी >८ 65 मी वाले एक आयताकार पार्क के चारों ओर बाहर. एक 3 मी 
चौड़ा पथ बना हुआ है। पथ का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
[टिप्पणी: कई बार हम कथन 25 मी »८ 65 मी का प्रयोग इस अर्थ में करते हैं कि 
लंबाई - 25 मी और चौड़ाई ८ 65 मी॥] 


टेप 


4. 


गणित 

8 सेमी लंबे और 5 सेमी चौड़े एक गत्ते पर एक पेंटिंग इस प्रकार बनाई गईं है कि 
उसके प्रत्येक किनारे पर .5 सेमी का मार्जन (#67४४४) है। मार्जन का कुल क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए। 
फूलों की एक वर्गाकार क्यारी की भुजा | मी 80 सेमी है। उसके चारों ओर 20 सेमी 
चौड़ी पट्टी खोदकर उसे बढ़ाया गया है। ज्ञात कीजिए: 

(।) बढ़ी हुई फूलों की क्‍्यारी का क्षेत्रफल। 

(॥) फूलों की क्यारी के क्षेत्रफल में वृद्धि। | ह 

5.5 मी लंबे और 4 मी चौड़े कमरे के चारों ओर बाहर .25 मी चौड़ा एक बरामदा 
बनाया गया है। ज्ञात कीजिए: 

(4) बरामदे का क्षेत्रफल। 

(४) बरामदे के फर्श पर 25 रु प्रति वर्ग मी की दर से सीमेंट कराने का व्यय। 
30 मी भुजा वाले एक वर्गाकार बगीचे की परिसीमा से लगा भीतर की ओर मी 
चौड़ा एक पथ बना है। ज्ञात कीजिए: 

(4) पथ का क्षेत्रफल! 

(४) बगीचे के शेष भाग में 2.40 रु प्रति वर्ग मी की दर से घास लगाने का व्यय। 
माप 20 सेमी & 6 सेमी वाला एक पोस्टर एक गत्ते पर इस प्रकार चिपकाया 
गया है कि पोस्टर के प्रत्येक किनारे के बाहर 3.5 सेमी चौड़ा मार्जन है। ज्ञात 
कीजिए हे 

(() मार्जन का कुल क्षेत्रफल। 

(॥) .20 रु प्रति वर्ग सेमी की दर से प्रयुक्त गत्ते का व्यय। 


.. 700 मी लंबे और 300 मी चौड़े एक आयताकार पार्क के केंद्र से होकर जाते, 


एक-दूसरे पर लंब, चौपड़ के आकार में 5 मी चौडे दो पथ ऐसे बने हुए हैं कि 


. इनमें से प्रत्येक, पार्क की किसी भुजा के समांतर है। पथों का क्षेत्रफल ज्ञात 


कीजिए। 05 रु प्रति मी? की दर से पथों को बनाने का व्यय भी ज्ञात कीजिए। 


. एक आयताकार बगीचा 65 मी लंबा और 50 मी चौड़ा है। भुजाओं के समांतर 


2 मी चौडे दो अनुप्रस्थ (०७०७७) पथ बनाए जाने हैं। यदि ये पथ बगीचे के केंद्र 
में से होकर जाने हैं, तो 69 रु प्रति वर्ग मी की दर से पथ बनाने का व्यय ज्ञात 
कीजिए। 


आयताकार पथों के क्षेत्रफल 295 

44, एक आयताकार मैदान की विमाएँ 25 भी » 6.4 मी हैं। भुजाओं के समांतर दो 
पथ मैदान के केंद्र से होकर जाते हैं। लंबे पथ की चौड़ाई .7 मी है और छोटे 
पथ की 2 मी है। ज्ञात कीजिए; 

(4) फ्थों का क्षेत्रफल। 
(॥) मैदान के! शेष भाग का क्षेत्रफल। 

2, विमाओं 90 मी » 60 मी वाले एक आयताकार मैदान में दो पथ बनाए गए हैं, 
जो भुजाओं के समांतर हैं, एक-दूसरे को लंबवत्‌ काटते हैं और मैदान के केंद्र 
से होकर निकलते हैं। यदि प्रत्येक पथ की चौड़ाई 3 मी हो, तो ज्ञात कीजिए; 
(4) पथों द्वारा आच्छादित क्षेत्र! ॒ 
(॥) 0 रु प्रति वर्ग मी की दर से पथ बनाने का व्यय। 

3, एक आयताकार मैदान 94 मी लंबा और 32 मी चौड़ा हे। दो-दो मी चौड़े तीन पथ 
इसमें ऐसे बने हैं कि दो तो उसकी चौड़ाई के और एक उसकी लंबाई के समांतर है। 
इस मैदान के उस भाग का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जोः 
(4) तीनों पथों से आच्छादित है। 

(॥) पथों से आच्छादित नहीं है। 

44. एक आयताकार पार्क की विमाएँ 90 मी »८ 80 मी हैं। इसमें चार पथ हैं, जिनमें से 
.5 मी चौडे दो पथ तो चौड़ाई के समांतर हैं और 2 मी चौडे दो पथ लंबाई के समांतर 
हैं। ज्ञात कीजिए: 

(3) पथों का क्षेत्रफल। 
(॥) पार्क के शेष भाग का क्षेत्रफल। 


हे कक 3७० ऊ गएननना पता नाक "न न परत -- 334 --++-4 «५-७० फमपणनपनन« काना पनिन न नव लनन 2 3290+40०७ज०० ४०० धफल सपा: चर 


याद रखने योग्य बालें 


, आयत का क्षेत्रफल - लंबाई » चौड़ाई 

2, वर्ग का क्षेत्रफल - (भुजा)ः 

3, आयताकार मैदान के भीतर (या बाहर) आयताकार पथ का क्षेत्रफल - बाहर वाले 

आयत का क्षेत्रफल - भीतर वाले आयत का क्षेत्रफल 

» अनुप्रस्थ (या चौपड़) पथों का क्षेत्रफल  पथों को बनाने वाले सभी आयतों का 
क्षेत्रल - उभयनिष्ठ आयत (या वर्ग) का क्षेत्रफल 














5.] भूमिका ेृ 
कक्षा शञ में, आपने परिमाष तथा क्षेत्रफल की धारणाओं के विषय में पढ़ा और सीखा था। 
आपने आयत और वर्ग जैसी सरल समतलीय आकृतियों के क्षेत्रफल निकालना भी सीखा था। 
पिछले अध्याय में, आपने समकोणिक पथों के क्षेत्रफल के विषय में कुछ सीखा है। अब हम 
कुछ ऐसी आक्ि्तियों का अध्ययन करेंगे, जो समतलीय नहीं होतीं। इस ज्ञान का अनुप्रयोग 
दैनिक जीवन «3 कुछ सरल समस्याएँ हल करने में किया जाएगा। घनाभ (८७४०४४४) औए 
घन (८४७४४) ऐसी आकृतियों (जो समतलीय नहीं हैं) में सरलतम आकृततियाँ हैं। ये 
आकृतियाँ किसी भी तल में पूर्ण रूप से नहीं समाती। ऐसी आकृतियों को ठोस (5०॥४) 
(त्रिविमीय) (##०८ बांमरकाशं०४०/). आकृतियाँ कहते हैं। यहाँ हम घनाभ के पृष्ठ का 
क्षेत्रफल और घनाभ का आयतन निकालना सीखेंगे। 


5,2 घनाभ तथा घन 
' दैनिक जीवन मे काम आने वाली निम्नलिखित वस्तुओं को देखिए: 


हा 








आकृति 5. 


पृष्ठीय क्षेत्रफल तथा आशतन_>ग५ ४ 


ऊपर दिखाई गई (लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई वाली) _ नम 
सभी वस्तुएँ घनाथ (जिसे समकोणिक समातर- - ई॑ | 
प्ट्फूलक (ट्टांकमहएांदा' एठ्ादांशं०2फ्रथ्व). भी “जा 


कहते हैं) कहलाने वाली एक ज्यामितीय आकृति 
के उदाहरण हैं। आकृति ॥5,2 एक घनाभ को 
निरूपित करती है। यों तो इसे कागज के एक पन्ने 2 अर 
पर खींचा गया है, परंतु यह समतलीय आकृति जा प् 
नहीं है। वास्तव में, यह एक घनाभ का रेखाचित्र आकृति 5.2 
(४८८) है। 


जैसा कि आकृति से दिखाई देता है, एक घनाभ छः आयताकार क्षेत्रों से बना होता है। 
प्रत्येक यह क्षेत्र घनाभ का एक फलक (/४८८) कहलाता है। इस प्रकार, किसी भी घनाभ 
के छः फलक होते हैं। ऊपर और नीचे वाले फलकों से सम्मुख (०४००४४८) फलकों का 
एक युग्म बनता है; आगे और पीछे वाले फलकों से सम्मुख फलकों का एक और युग्म बनता 
है। दाएँ-बाएँ (इधर-उधर) वाले शेष दो पाश्वीय (या पार्श्ब) फलकों से सम्मुख फलकों का 
तीसरा युग्म बनता है। इस बात पर ध्यान दीजिए कि सम्मुख फलकों के तीनों युग्मों में प्रत्येक 
फलक दूसरे फलक के सर्वांगसम है। इस प्रकार, किसी भी घनाभ में सर्वांगसम सम्मुख 
फलकों के तीन युग्म होते हैं। 





आकृति 5.2 में, ५809) ऊपर वाला और ए765प्त नीचे वाला फलक (या आधार) है। 
5878 सामने बाला और 09प्त७ पीछे बाला फलक है, जबकि छ750 और &79प्तड 
दाएँ-बाएँ (इधर-उधर) वाले फलक हैं। ऊपर-नीचे के फलकों को छोड़कर शेष फलकों को 
पाएवीय (८०८०४) फलक भी कहते हैं। 


किन्हीं भी ऐसे दो फलकों को, जो सम्मुख फलक नहीं हैं, आसनन्‍न (८4/८८४७४) फलक 
कहते हैं। ये एक रेखाखंड में मिलते हैं, जिसे कोर (८४४८) कहा जाता है। आकृति 5.2 के 
घनाभ की कोरें ७3, 80, 00, 04, ॥% 70, 6पर, 3, ७8, छए, 06 और 7 प्त हैं। इस 
प्रकार, प्रत्येक घनाभ में बारह कोरें होती हैं। ध्यान दीजिए कि प्रत्येक दिए गए फलक के 
लिए, सम्मुख फलक को छोड़कर शेष चार फलक दिए गए फलक के आसनन्‍न फलक होते 
हैं। इस प्रकार, प्रत्येक फलक के चार आसन फलक होते हैं। 


'जञ8. गणित 


एक घनाभ में आठ कोने होते हैं। प्रत्येक यह कोना घनाभ का एक शीर्ष (७८४४४) 
कहलाता है। आकृति 5.2 में, »&, 8, 0, 0, 8, 8.७ और प्त घनाभ के शीर्ष हैं। प्रत्येक शीर्ष 
पर तीन कोरें मिलती. हैं। ध्यान दीजिए कि इन तीनों में से प्रत्येक कोर शेष दो कोरों पर लंब 
होती है। 

क्योंकि घनाभ के सम्मुख फलक सर्वागसम होते हैं, अत: आकृति से यह समझना सरल 
है कि | 

58 - 00 - घठ 5 
मी 80 - ७7) ५ 70 - छाप 
और #फ8 <>पछ7 5८ 0057 
इस प्रकार, हम देखते हैं कि घनाभ की बारह कोरों की केवल तीन भिन्‍न लंबाइयाँ हो सकती 
हैं। प्राय; इनमें से दीर्घटम को घनाभ की लबाई कहा जाता है तथा शेष दो में से एक को 
चौड़ाई और दूसरी को घनाभ की ऊँचाई (या गहराई या मोटाई) कहते हैं। सामान्यत; 
' ऊर्ध्वाधर कोरों की लंबाई को घनाभ की ऊँचाई मान लिया जाता है। 
. घनाभ की लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई को 
प्राय: -क्रमश: वर्ण-संकेतों ॥ # और # से व्यक्त 
किया जाता है। घनाभ की लंबाई, चौड़ाई और 
ऊँचाई को. घनाभ की तीन विमाएँ (द6#8008 ) 
भी कहा जाता है। 
आकृति 5.2 सेष्स्पष्ट है कि आधार हाश्ठाप 
वाले घनाभ की ऊँचाई «8 (या छएए या 06 या 
छत) है। 
जिस घनाभ की लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई 
बराबर हों, उसे घन (८४४०) कहते हैं (आकृति 
5.3 )। 
टिप्पणी: घनाभ के ऊपर किए गए वर्णन से हमें दो संबद्ध आकृतियों की याद आती है 
खोखला घनाभ और ठोस घनाभ। वास्तव में, घनाभ. से हमारा तात्पर्य खोखले घनाभ से होता 
है। यह आकाश (&००८) में बने सम्मुख फलकों (आयताकर क्षेत्रों) के तीन युग्मों से बनी 
ऐसी आकृति है जिसमें जब भी दो फलक (सम्मुख फलकों के अतिरिक्त) मिलते हैं, तो वे 
एक रेखाखंड में मिलते हैं। 





आकृति 75.3 


पृष्ठीय क्षेत्रफल तथा आयतन 39५ 


घनाभ से घिरा आकाश का भाग उसका अभ्यंतर या अंत; क्षेत्र (#टःं०७) कहलाता 
है। घनाभ और उसके अंतः क्षेत्र को मिलाकर घनाभीय क्षेत्र (८;००४८7 +ब्ट्रांट/) कहते हैं 
और यही सामान्यतः ठोस घनाथ कहलाता है। पहले की कक्षाओं में सीखे गए आयत और 
आयताकार क्षेत्र में जो अंतर होता है उसे याद कीजिए। क्‍या बैसा ही अंतर आपको घनाभ 
(खोखले घनाभ) और घनाभीय क्षेत्र (ठोस घनाभ) में भी दिखाई देता है? 

सामान्यत:, 'घनाभ' शब्द खोखले और ठोस -- दोनों प्रकार के घनाभों के लिए प्रचलन 
में है। व्यवहार में, इससे कोई असुविधा नहीं होती, क्योंकि संदर्भ से अर्थ स्पष्ट हो जाता है। 
इसी प्रकार, 'घन' शब्द का प्रयोग भी खोखले घन और ठोस घन (घनीय क्षेत्र) , दोनों के लिए 
किया जाता है। 





प्रश्नावली 5. 
4,. अपने पर्यावरण में से चार ऐसी वस्तुओं के नाम दीजिए जिनकी आकृति हो 
(५) घनाभ जैसी। (४) घन जैसी। 


2, एक घनाभ को निरूपित करने वाली आकृति बनाइए। इसके शीर्षों को 9 0, २, $, 7' 
ए, ए और एए नाम दीजिए। अब 
(+) इसके फलकों के नाम लिखिए। 

(॥) इसकी कोरों के नाम लिखिए। 

3, आकृति 5.4 एक घनाभ को निरूपित करती है। 
कुछ कोरों की लंबाइयाँ संकेतों & » और 2 से दि ज्आाएइाजई 
दिखाई गई हैं। शेष कोरों की लंबाइयाँ लिखिए। आकृति 5.4 

4, आकृति 5.4 में, 7#6प्त को यदि आधार मानें, तो चारों पाश्वीय फलकों के नाम बताइए॥ 
आकृति 5.4 में,छ76प्त को यदि आधार मानें, तो घनाभ की ऊँचाई बताने वाले किसी 

 रेखाखंड का नाम बताइए। 

6, आकृति 5.4 में, नाम बताइए: 

(+) “छापा के सम्मुख फलक का। 

(४) 87060 के आसनन्‍न फलकों का। 

([9) कोर ४98 में मिलने वाले फलकों का। 

((५) उन तीन कोरों का जो शीर्ष प्त॒ पर मिलती हैं। 





3) 


हि 


गणित 


. आकृति 5.4 में, उन तीन फलकों का नाम बताइए जिनमें शीर्ष & सार्व है। उस शीर्ष 


का नाम भी बताइए जिसमें शेष तीन फलक मिलते हैं। क्‍या यह शीर्ष 5 है? » और 
06 को सम्पुख शीर्षों का एक युग्य कहते हैं। रेखाखंड #05 को घनाभ का एक विकर्ण 
कहते हैं। घनाभ में कुल कितने बिकर्ण हैं? इन सबके नाम लिखिए। 

आकृति 5.5 में दिए गए चित्र को अक्स क्रागज पर उतारिए। एक कड़े कागज पर 
इसकी प्रतिलिपि बनाइए। इसे काटकर बिंदुकित रेखाओं पर इस प्रकार मोडिए कि 
एक-सी संख्याओं से चिह्नित रेखाखंड एक दूसरे के समांतर या संपाती रहें। यह भी 
ध्यान रहे कि भिन्‍न संख्याओं वाली कोई भी दो कोरें संपाती न हों। प्राप्त ठोस का 
आकार क्या है? सैलोटेप की सहायता से कोरों को जोड़ लीजिए। इस प्रकार प्राप्त ठोस 
के सम्मुख फलकों को एक ही रंग से रंगिए। 

(टिप्पणी: आकृति 5.5 को घनाभ का जाल (%४/) कंहते हैं।) 





आकृति 5.5 
(छः सर्वागसम वंगों से बनी) आकृति 5.6 के चित्र को अक्स कागज पर उतारिए। 
एक कहे कागज पर इसकी प्रतिलिपि बनाइएं। इसे काटकर बिदुंकित रेखाओं के 
साथ-साथ उसी प्रकार मौडिए जैसे (कि घनाभ के लिए किया था। प्राप्त ठोस का आकार 
क्या है? सैलोटेप की सहायता से कोरों को जोंडिए। इस प्रकार प्राप्त ठोस के सम्मुख 
'फलकों को एक हो रंग से रंगिए। ह 
: (टिप्पणी: आकृति 5.6 को घन का जाल-कहते हैं।) - 


पृष्ठीय झ्ेव्फल तथा आयतन . 5॥ 


न्प् दिल _ 
हक - हँ _ 
शी 


आकृति ॥5.6 
40, रिक्त स्थानों की पूर्ति इस प्रकार करिए कि निम्नलिखित कथन सत्य हो जाएँ: 

(५) किसी भी घनाभ के फलकों की संख्या ............... होती है। 

(४) किसी भी घधनाभ की कोरों की संख्या ............... होती है। 

(४9) घनाभ के दो आसन फलक एक रेखाखंड में मिलते हैं जिसे ............... कहते 
हैं। 

(3४) घनाभ की लंबाई, चोडाई ओर ऊँचाई इसकी तीन ............... कहलाती हैं। 

. (9) घनाभ के पार्श्व फलकों की संख्या ..............- होती है। ह 

(शं)- जिस घनाभ की सभी कोरें बराबर हों, उसे ............... कहते हैं। ' 

(४४) घनाभ के शीर्षों की संख्या ............... होती है। 

(श।) घनाभ की तीन संगामी कोरें एक बिंदु पर मिलती हैं, जिसे घनाभ का ......... 
कहते हैं। 

(४४) घन के सभी फलक ............... होते हैं। 

(४) घनाभ में सम्मुख फलकों के ............... युग्म होते हैं। 

(5) घन के प्रत्येक शीर्ष में से निकलने वाली कोई-सी भी दो कोरें एक-दूसरे के 

“साथ ............... का कोण बनाती हें। 

(5) घन में ............... विकर्ण होते हैं। 


१5,3 पृष्ठीय क्षेत्रफल | ह 
आपने शायद ध्यान दिया होगा कि बाजार में बिकने वाली अधिकांश वस्तुएँ कनस्तरों, पेटियों 
अथवा गत्ते या लकड़ी के डिब्बों आदि में डालकर बेची जांती हैं। इनमें से अधिकांश 


३02... गणित 


कनस्ः, पेटियाँ और डिब्बे (98००78४) घनाभाकार होते हैं। स्वाभाविक होगा कि निर्माता 
पहले से ही यह जानना चाहेगा कि इन डिब्बों, कनस्तरों, पेटियों आदि को बनाने में टीन, गत्ते 
या स्टील की कितनी चद्दरों की आवश्यकता होगी। यह जानने के लिए, घनाभ का पृष्ठीय 
क्षेत्रफल निकालना पड़ता है। ह 


हम जानते ही हैं कि घनाभ का प्रष्ठ (६०//४००» छः आयताकार फलकों से बना होता 

है (आकृति 5.7)। इन छः आयताकार फलकों के क्षेत्रफलों का योगफल घनाभ का कुले 
पृष्ठीय क्षेत्रफल (७77८० ८०2०) कहलाता है। माना कि घनाभ की लंबाई, चौड़ाई और 
ऊँचाई (सेमी में) क्रमशः 2, & और # हैं। तब, 
नीचे (आधार) और ऊपर वाले फलकों का क्षेत्रफल 

+ (!५८ 6 + /»८ 9) सेमीः 

८ 208 सेमी 
दाईं और बाईं ओर के फलकों का क्षेत्रफल 

- (9 )८#+ 2 »८ ४) सेमी? 
ह - 26% सेमी 
सामने और पीछे वाले फलकों का क्षेत्रफल आकृति 5.7 

८ (82८7+ #» ?) सेमीः 

< 2/४ सेमी” 

कुल पृष्ठीय क्षेत्रफल  (2/0 + 28% + 2#8) सेमी 
की 2 (9 + ##+ #) सेमीः 
इस प्रकार, लंबाई ॥ चौड़ाई & और ऊँचाई # मात्रक वाले घनाभ का कुल पृष्ठीय क्षेत्रफल 
2 (/98+ ४४ + 8) वर्ग मात्रक होता है। 
स्पष्टत: घनाभ का पार्श्वीय (या पार्श्व) पृष्ठीय क्षेत्रफल होगा: 
2 (8 + ४४) वर्ग मात्रक - 2 (! + £) # वर्ग मात्रक 
5 आधार का परिमाप » ऊंचाई 


. ध्यान दीजिए कि इसी सूत्र का प्रयोग किसी आयताकार कमरे की चारों दीवारों का क्षेत्रफल 
निकालने के लिए किया जा सकता है। 





गप्ठीय प्ेन्रफल सथा आयतन . 36॥ 


चूँकि घन के लिए /४ 5# होता है, अतः, /मात्रक भुजा वाले घन का पृष्ठीय क्षेत्रफल 
. ८2 (0/+7 »+9<८/) वर्ग मात्रक ह 
-6 [2 वर्ग मात्रक 
और इसका पार्श्वीय पृष्ठीय क्षेत्रफल - 2 (8 +८+ [3<7॥) 
4 /2 वर्ग मात्रक ह 
टिप्पणियाँ: . पृष्ठीय क्षेत्रफल निकालते समय लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई एक ही मात्रक 
में होना आवश्यक है। 
2, “कुल पृष्ठीय क्षेत्रफल' के लिए वाक्यांश 'संपूर्ण पृष्ठीय क्षेत्रफल' या केवल 'संपूर्ण पृष्ठ' 
का प्रयोग भी किया जाता है। इसी प्रकार, ' पार्श्वीय पृष्ठीय क्षेत्रफल' के लिए “पाश्वीय पृष्ठ' 
का प्रयोग किया जाता है। 
आइए, अब कुछ उदाहरणों द्वारा इन सूत्रों का प्रयोग समझा जाए। 


उदाहरण ॥: लंबाई 0 सेमी, चौड़ाई 8 सेमी और ऊँचाई 5 सेमी वाले घनाभ का पृष्ठीय 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। | 
हल; यहाँ (लंबाई) 75 0 सेमी, (चौड़ाई) 9-8 सेमी, और (ऊँचाई) #-5 सेमी है। 
अत:, घनाभ का पृष्ठीय क्षेत्रफल- 2 ([0 + ७8 + #४) 
२2 (]0%8+8925+5 » 0) वर्ग सेमी 
. 529 70 वर्ग सेमी ह 
- 340 वर्ग सेमी? 


उदाहरण 2: एक घन की कोर 5 मी लंबी है। घन का पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
हल: यहाँ (कोर) / 55 मी 
अत:, घन का पृष्ठीय क्षेत्रफल <6/2 ध 

८562 (5)£ वर्ग मी 

८ 62» 25 वर्ग मी 

+ 50 वर्ग मी 
उदाहरण 3: ।.5 मी लंबा, .25 मी चौड़ा और 65 सेमी गहरा, प्लास्टिक का एक संदूक _ 
बनाना है। इसे ऊपर से खुला रखना है। प्लास्टिक की शीट की मोटाई पर ध्यान न देते हुए, 
ज्ञात कीजिए: 
(।) संदूक बनाने के लिए आवश्यक शीट का क्षेत्रफल। 
: (४) आवश्यक शीट का मूल्य, यदि 7 मी » 3.5 मी माप वाली शीट का मूल्य 50 रु हो। 


 30। गणित 


एल: () यहाँ !- .5 मी, ०5 .25 मी और #< 65 सेमी - मी या 0.65 मी। 


क्योंकि संदूक ऊपर से खुला है, अत: इसका पृष्ठीय क्षेत्रफल 

ह - नीचे वाले फलक (आधार) का क्षेत्रफल + पार्श्वीय फलकों का क्षेत्रफल 
नह (9+2(/+2)%८7 

.5 .25 मी? + 2 (.5 + .25 ) » 0.65 मीः 


| 


| रू 5.45 मी 
(४) शीट का क्षेत्रफल ७7 » 3.5 मी 
- 24.5 मी? 
अतः, 24.5 मी? शीट का मूल्य८ 50 रु 
| 50 
2 शीट का के 
मी शी गल्य डर 
5.45 मी” शीट का मूल्य- -+22--“०> 
हे 24.5 
< ]3.45 रू 


उद्दाहइरण 4: एक कमरा 5 मी लंबा, 4 मी चौड़ा और 3 मी ऊँचा हैं। इसकी दीवारों और 
छत पर 7.50 रु प्रति मी? .की दर से सफेदी कराने का व्यय ज्ञात कीजिए। 
हल: चोरों दीवारों का क्षेत्रफल >2(0+29)>26# 
ह ' ८+2(5+4)»3 मी*ः 
54 मी* 
छत का क्षेत्रफल >।,८9:5>» 4 मी? - 20 मी 
जिस स्थान पर सफेदी करानी है, उसका कुल क्षेत्रफल 5 (54 + 20) मी* 
74 मी 
अतः, 7.50 रु प्रति मी? की दर से सफेदी कराने का व्यय 
++7.50%»%74 रु 
555 रू 
गणी: किसी हॉल या कमरे की चारों दीवारों से जुड़े सभी प्रश्नों में, हम दीवारों में 
उपस्थित खिड़कियों और दरवाजों को अनदेखा कर देंगे। 


न न 
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] 


]. 
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पृष्ठीय क्षेत्रफल तथा आयतन 3065 
प्रझ़्नावली 45.2 -: 
अपने पर्यावरण से ऐसे तीन उदाहरण दीजिए जहाँ पृष्ठीय क्षेत्रफल निकालने की 
आवश्यकता पड़े। 


खाने के उस डिब्बे का कुल पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी विमाएँ 5 
सेमी, 9 सेमी और 8 सेमी हैं। 


चाक के उस डिब्बे का पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी लंबाई, चौड़ाई और 
ऊँचाई क्रमशः 6 सेमी, 8 सेमी और 6 सेमी हैं। 


लंबाई 0.5 मी, चौड़ाई 25 सेमी और ऊँचाई 5 सेमी वाले एक बंद गत्ते के डिब्बे का 
पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए।.... 


5, उस घन का पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी भुजा है: 


6, 
प्र धो 


8, 


(४) !। सेमी (॥) .2 मी (927 सेमी 

5 सेमी भुजा वाले लकड़ी के एक घनाकार संदूक का पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

तेल के एक डिब्बे की विमाएँ 26 सेमी »« 26 सेमी » 45 सेमी हैं। ज्ञात कीजिए: 

(3) ऐसे 20 डिब्बे बनाने के लिए. आवश्यक टीन की चादर का क्षेत्रफल। 

(॥) 20 रु प्रति मी? की दर से इन डिब्बों को बनाने में लगने वाली टीन की चादर का 
मूल्य। 


एक ढकक्‍्कनदार डिब्बा घनाभाकार है। इसकी लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमशः 
। मी 30 सेमी, 75 सेमी और 20 सेमी हैं। 4 रु प्रति सेमीः की दर से इसकी बाहरी 
सतह पर रोगन कराने का व्यय ज्ञात कीजिए। 


/8,) एक घनाभाकार डिब्बे की लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमश: 2 मी 0 सेमी, ! मी और 


80 सेमी हैं। ज्ञात कीजिए 
(+) डिब्बे को ढकने के लिए आवश्यक कैनवस का क्षेत्रफल 
(४) 50 रु प्रति मीः की दर से डिब्बे को ढकने कें लिए आवश्यक कैनवस का मूल्य। 


0. .समतल छत वाले एक आयताकार खलिहान की चौड़ाई 0 मी, लंबाई 5 मी और 


हु 


ऊँचाई 5 मी है। इसे अंदर की ओर दीवारों और छत पर रोगन कराना है, परंतु फर्श 
पर नहीं। रोगन किए जाने वाले स्थान का कुल क्षेत्रफल ज्ञात कौजिए। 


306. गणित 

44, एक कमरे की दीवारों और छत पर सीमेंट का पलस्तर कराया जाना है। यदि कमरे की 
लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमशः 4.5 मी, 3 मी और 3.5 मी हों, तो पलस्तर किए 
जाने वाले स्थान का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

42, एक कक्षा का कमरा [] मी लंबा, 8 मी चौड़ा और 5 मी ऊँचा है। इसके फर्श और 
चारों दीवारों के क्षेत्रफलों का योगफल ज्ञात कीजिए। 

43, एक तरणताल 20 मी लंबा, 5 मी चौड़ा और 4 मी गहरा है। 36 रु प्रति मी की 
दर से इसके फर्श और दीवारों पर सीमेंट कराने का व्यय ज्ञात कीजिए। 

44, एक आयताकार हॉल के फर्श का परिमाप 250 मी है। यदि इसकी ऊँचाई 6 मी हो, 
तो 20 रु प्रति मीः दर से उसकी चारों दीवारों पर रोगन कराने का व्यय ज्ञात कीजिए। 

१5, पेंट के एक डिब्बे में बस इतना रोगन है कि इससे 9.375 मीः क्षेत्रफल पर रोगन किया 
जा सके। इस डिब्बे के पेंट से विमाओं 22.5 सेमी «« 0 सेमी » 7.5 सेमी वाली 
कितनी ईंटों पर रोगन किया जा सकता है? 
[संकेतः एक ईट का पृष्ठीय क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए।] 

45,4 आयतन 


समतल क्षेत्रों की ही भाँति, हम दो दिए गए ठोस (आकाशीय या त्रिविम) क्षेत्रों के लिए भी 

एक के दूसरे से बड़ा या छोटा होने की बात कर सकते हैं। इस प्रकार, दो ठोस क्षेत्रों की 

तुलना की जा सकती है। दूसरे शब्दों में, एक ठोस क्षेत्र का कुछ परियाण या आकार या मात्रा 

या माष होता है। किसी ठोस क्षेत्र के माप या परिमाण को उसका आयतन (५०४४८) कहते 

हैं। दूसरे शब्दों में, किसी ठोस द्वारा घेरे गए आकाश या अंतरिक्ष या स्थान (वास्तव में ठोस. 
क्षेत्र के माप को उसका आयतन कहते हैं। आयतन की धारणा व्यवहार में बहुत उपयोगी . 
सिद्ध होती है। उदाहरणत:, वास्तविक जीवन में आने .वाली निम्नलिखित समस्याओं पर 

विचार कीजिए 


], 


पानी एकत्र करने के लिए एक आयताकार टंकी ऊँचाई पर बनाई गई है। टंकी का 


. घनाभाकार क्षेत्र जितना अधिक बडा होगा, उतना ही अधिक पानी भी उसमें एकत्र किया 


जा सकेगा। 


तेल रखने के लिए टीन का एक आयताकार डिब्बा बनाया जाना है। डिब्बे के घनाभाकार 
क्षेत्र का आयतन जितना अधिक होगा, उतना ही अधिक तेल उसमें रखा जा सकेगा। 
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3. स्कूल में एक दीवार बनाई जानी है और हम जानना चाहते हैं कि इसके लिए कितनी _ 
ईटों की आवश्यकता पड़ेगी। अब दीवार एक घनाभाकार क्षेत्र है, और ईट भी। ईंट और 
दीवार का आयतन ज्ञात होने पर, हम ईटों की संख्या ज्ञात कर सकते हैं। 

टिप्पणी: ध्यान दीजिए कि आयतन किसी घनाभाकार क्षेत्र का परिमाण होता है। तब भी हम 

प्रायः घनाभ के आयतन की बात करेंगे, जबकि हमारा. तात्पर्य इस घनाभ द्वारा निर्धारित 

घनाभाकार क्षेत्र के आयतन से होगा। 
कई बार केवल देखने पर से ही यह निर्णय किया जा सकता है कि दो ठोस क्षेत्रों में 

से कौन-सा बड़ा या छोटा है। उदाहरण के लिए ह 

(3) संदूक में पड़ी किसी फुलाई हुई फुटबॉल का आयतन संदूक के आयतन से बहुत कम होगा। 

(9) कमरे में पड़े किसी डिब्बे का आयतन कमरे में भरी हुई हवा के आयतन से कहां कम 
होगा। ह 

(॥8) किसी सूटकेस का आयतन किसी अलमारी के आयतन से कहीं कम होगा। 

(६४) रेल के एक डिब्बे का आयतन एक अलमारी के आयतन से कहाँ अधिक होगा। 
पंरतु कई बार केवल देखने भर से निर्णय करना संभव नहीं हो पाता। 
आकृति 5.8 में, दिखाए गए क्षेत्रों & और छ को देखिए। 

यह सत्य है कि »& और ४ दोनों में, दूध की एक ही मात्रा है 

फिर भी क्षेत्र &, क्षेत्र 8 से कुछ बड़ा लगता है। इस प्रकार, 
यों तो देखने भर से ही हम तुरंत किसी परिणाम पर पहुँच जाते 
हैं, परंतु हमारा परिणाम गलत हो सकता है। अतः, आकाशीय 

(ठोस) क्षेत्रों की तुलना के लिए, हमें किसी अधिक अच्छी 

विधि की आवश्यकता है। इसकें लिए, हम आयतन को मापने अआकओ 

के लिए वैसी ही विधि अपनाएँगे, जैसी हमने पिछली कक्षाओं आकृति 45.8 

में क्षेत्रल्ल्ल और लंबाई मापने के लिए अपनाई थी। 





१5.5 आयतन का माप --- मानक मात्रंक की आवश्यकता 


आइए, आकृति 5.9 में दिखाए गए क्षेत्रों & और छ की तुलना करें। स्पष्टत: क्षेत्र 4, क्षेत्र 8 
से बड़ा है। कितने गुना बड़ा? इस प्रश्न का उत्तर देने के लिए खाली ड्रम & से आरंभ कीजिए 
और बाल्टी.8 की सहायता से इसमें पानी उंडेलिए। माना कि जब पानी से भरी 20 बाल्टियां 


30. गणित 


इसमें उंडेली जाती हैं, तो यह ड्रम पूरा भर जाता है। 
तब हम कहते हैं कि 

& का आयतन ८5 20 » (8 का आयतन) 
यदि 8 को एक मात्रक मान लिया जाए, तो हम कह 
सकते हैं कि 
& का आयतन - 20 मात्रक (8- आयतन का एक मात्रक) 

ऊपर क्षेत्र & को क्षेत्र 8 के पदों में मापा गया। संभव 
है कि क्षेत्र & में, क्षेत्र 3 (20 के स्थान पर) किसी 
भिन्‍तत्मक संख्या (जैसे 20 <) बार आए। ऐसी दशा में 
4 का आयतन यही भिन्‍्नात्मक संख्या होगी। आगे, क्षेत्र & 
किसी भिन्न व्यक्ति द्वारा किसी अन्य क्षेत्र, माना कि ९ 
के पदों में मापा जा सकता है (आकृति 5.]0)। स्पष्ट है 
कि इस स्थिति में क्षेत्र का आयतन 20 मात्रक न होकर 
कुछ और, जैसे कि लगभग 40 मात्रक (0 - आयतन का 
एक मात्रक) हो सकता है। 








7 छ 
आकृति 45.9 





आकृति 5.70 


इस प्रकार, यदि प्रत्येक व्यक्ति अपना-अपना मात्रक चुने, तो आवश्यक नहीं कि एक 
व्यक्ति द्वारा ज्ञात आयतन वही हो जो कोई अन्य व्यक्ति प्राप्त करता है। इस कारण आयतन 
का कोई ऐसा सार्व मानक मात्रक (#ब्छबं#वं ४४४४) होना चाहिए, जिसे सभी समझ सकें। 


5,6 आयतन के कुछ मानक मात्रक 


याद कीजिए कि पिछली कक्षाओं में क्षेत्रफल मापने के लिए ] सेमी, मिमी या 
] मी भुजा वाले वर्ग को मानक मात्रक माना गया था और क्षेत्रफलों को वर्ग सेंटीमीटरों 
(सेमी?) या वर्ग मिलीमीटरों (मिमी?) या वर्ग मीटरों (मीः) आदि. में व्यक्त किया गया था। 
इसी प्रकार, आयतन को मापने के लिए, भुजा । सेमी (या | मिमी या मी) वाले घन को 
मानक मात्रक (७४) माना जाता है (आकृति 5.]) और आयतन को घन सेंटीमीटरों 
(सेमी?) या घन मिलीमीटरों (मिमी?) या घन मीटरों (मी?) में व्यक्त 4 


किया जाता है। यदि किसी ठोस क्षेत्र $ में ऐसे ए 
मात्रक घन आएँ, तो हम कहते हैं कि 
$+> 9 सेमी' या ५ मिमी? या ७ मी? (प्रयुक्त 
मात्रक के अनुसार) . 


है 
$ 
|] 
(| 
|] 
त 
[] 
कि हा 
हि *' 
जल 
(०-० >भ. 3-०८ 


] सेमी 
आकृति 45.47 
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(5.7 घनाभ और घन का आवतन 
जब आप छोटे थे, तो अवश्य ही प्लास्टिक या लकड़ी से बने घनाकार टुकड़ों से खेले होंगे। 
आइए, 64 बराबर घन लें जिनकी भुजा, माना कि ! सेमी है, और इन्हें एक घनाभ के रूप 


में रखें। स्पष्ट है कि इन घनों से कई भिन्न-भिन्न घनाभ बनाए जा सकते हैं। इनमें से तीन 
आकृति 5.2 में दिखाए गए हैं: 


22 है “2 7 2 टट 22 कक का दा ह 













आकृति 5.72 


इनमें से प्रत्येक घनाभ के आयतन के विषय में क्या कहा.जा सकता है? क्योंकि इनमें से 
प्रत्येक 64 मात्रक (४४0) घनों को एक साथ रखकर बनाया गया है, अत; इनमें से प्रत्येक 
घन का आयतन 64 घन मात्रक (८:#ंट पध75) , अर्थात्‌ 64 सेमी? है। 


3]0._ गणित 
ऊपर के घनाभों की लंबाई (।॥), चौड़ाई (9), झँचाई (#) और इनके गुणनफल 
[% 9 » # के विषय में क्‍या कहा जा सकता है? इनसे संबद्ध (प्रेक्षणों) तथ्यों को नीचे 
दिखाई गई सारणी के रूप में प्रस्तुत (अभिलेखित) किया जा सकता है; 
सारणी: घनाभ का आवतन 


| __| सेमी में सेमी में सेमी में 
| 6 4 
रत 8 4 
4 


मात्रक घनों की कोई अन्य उपयुक्त संख्या लेकर, हम इसी प्रकार का क्रियाकलाप कर, अपने 
प्रेक्षणों / परिणामों को ऊपर जैसी सारणी में लिख सकते हैं। ही 

इन क्रियाकलापों और प्रेक्षणों से सुसाव मिलता है कि लंबाई ॥, चौड़ाई ७ और ऊँचाई 
# वाले घनाभ का आयतन ५-7, 9# होता है। अर्थात्‌ का 

घ४८/४४०७५८४ 

ध्यान दीजिए कि यदि ॥ & और # सेमी में हों, तो आयतन (५) सेमी? में होगा। इसी प्रकार, 
अन्य मात्रकों के लिए भी होता है। । 
टिप्पणियाँ: !. लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई का एक. ही मात्रक़ में होना आवश्यक है। 
2, ऊपर के सूत्र से यह भी देखा जा सकता है कि. 


आयतन ( +६ 9 ५८ ॥) 
_सेमीः में _ 






 आयतन 


लबाई न ' चौड़ाई » ऊंचाई 
डाई » ऊँचाई 


चौड़ाई ०-0" विवत__ 
ः लंबाई >< ऊचाई 
कली "5 आयतन 
ह .. लंबाई » चोड़ाई 
3, घन के लिए 759 -#% होता है। अतः, 
घन का आयतन <304:07<८ ४ 


4. 


5. 


यृष्ठीय क्षेत्रफल तथा आयतन 3]] 
क्योंकि 4 सेमी < 0 मिमी, अतः 
) सेमी? - 0 +८ 40 » 0 मिमी? - 000 मिमी! _ 
इसी प्रकार 
] मी - 00 » 00 » 00 सेमी? - 000000 सेमी? « 0« सेमी? 
- 000 » 000 »« 000 मिमी? - 0? मिमीः 
द्रवों (४6४४5) के आयतन मापने के लिए, हम प्राय: लीटर (7) और मिलीलीटर 
(#४) मात्रकों का प्रयोग करते हैं। साथ हो 
। सेमी? - । मिली (#॥) 
000 सेमी) - । ली (/) 
और । मी? < 000000 सेमी” - 000 /- ४४ (। किलोलीटर) 
किसी बरतन के आयतन को लीटरों, मिलीलीटरों आदि के पदों में व्यक्त किया जा 
सकता है। ऐसी दशा में, इस आयतन को धारिता (८५७८०४७) कहा जाता है। 
अब हम ऊपर बताए गए सूत्रों का प्रयोग दिखाने के लिए कुछ उदाहरण लेंगे। 


उदाहरण 5: एैकेंडी के ऐसे टुकड़े का आयतन ज्ञात कीजिए जिसकी लंबाई, चौड़ाई और 
ऊँचाई क्रमश: 0 सेमी, 5 सेमी और 3 सेमी हैं। 


हलः 


४५5/7२८७२९४ 
ए - 0 » 5 3 सेमी? ८ 50 सेमी 


इस प्रकार, टुकड़े का आयतन 50 सेमी* है। 
उबाहरण 6: रॉबाई 6.3 मी, चौड़ाई 4.5 मी और ऊँचाई 3.6 मी वाली यानी की टंकी का 
आयतन (धारिता) लीटरों में ज्ञात कीजिए। 


हल: 


टंकी का आयतन ८9८४ ५८# 
< 65.3 » 4.5 » 3.6 मी 
+ 02.06 मी 
< 02.06 »: 00 ५ 00 «८ 00 सेमी 
- 02060000 सेमी! 
- ]02060 लीटर (. 000 सेमी?- | लीटर) 


इस प्रकार, टंकी की धारिता 02060 लीटर है। 


3।0.._ गणित के 
उदाहरण 7: जा-8 मी वाले घंन का आयतन ज्ञात कौजिए। 
हल: अयतन 5।5 
र8%»898>»8 मी* 
5 52 मीः 
उदाहरण 8: के टंकी की धारिता 60 किली है। यदि टंकी की लंबाई और-चौडाई क्रमश 
5 मी ओर 4 मी हों, तो उसकी गहराई ज्ञात कीजिए। 
हल: <की का आयतन- 60 किली 
- 60000 ली 
560 मी* (. 000 ली - । मी) 
आयतन 
लंबाई » चौड़ाई 
स् मी-3मी 
इस प्रकार, टंकी की गहराई 3 मी है। 


जीन लि कीच 


'प्रझनावली ॥5 , 
. उस घनाभ का आयतन ज्ञात कीजिए जिसकी क्रमश: लंबाई, चौडाई और ऊँचाई हें 


. 0) ॥2 सेमी, 0 सेमी, 8 सेमी (0) 6.5 सेमी, 8.4 सेमी, 2.7 सेमी 
(४) 2 मिमी, 54 मिमी, 256 मिमी 6०) 8.5 मी, 8.3 मी, 2.9 मी 


. गहराई 


(५) 8 मी, 70 सेमी, 90 सेमी (श) .5 मी, 25 सेमी, 5 सेमी 
2, उस घन का आयतन ज्ञात कीजिए जिसकी भुजा हैः 

6) 45 मिमी (४) ॥2.5 सेमी 

(7) 2.6 मी 0५) .72 मी 


3. घनाभाकार ठोस लकड़ी के एक टुकडे में 36 सेमी? लकडी है। यदि उसकी लंबाई 
और चौड़ाई क्रमश: 4 सेमी और 3 सेमी हों, तो उसकी ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 

4. एक माचिस की डिब्बी के माप 4 सेमी »« 2.5 सेमी ८ ।.5 सेमी हैं। ऐसी [2 डिब्बियों 
के बंडल का आयतन क्‍या होगा? ह 

. 5, घनाभाकार पानी की एक टंकी 6 मी लंबी, 5 मी चौड़ी और 4.5 मी गहरी है। इसमें 

कितने लीटर पानी समा सकता है? 


पृष्ठीय क्षेत्रफल तथा आयतन . 3[4 
एक घनाभाकार बर्तन 0 मी लंबा और 8 मी चौड़ा है। उसकी ऊँचाई कया हो कि 
उसमें 480 घन मी द्रव समा सके? 


चौड़ाई 2.5 मी.,, मोटाई 0.025 मी और आयतन 0.25 मी? वाली लकडी की शहतीर 
की लंबाई ज्ञात कीजिए। 

30 रु प्रति मी' की दर से 8 मी लंबे, 6 मी चोड़े और 3 मी गहरे घनाभाकार गड्ढे 
को खोदने का व्यय ज्ञात कीजिए। 

एक घनाभाकार टंकी की धारिता 50000 ली पानी के बराबर है। यदि उसकी लंबाई 
और गहराई क्रमश: 2.5 मी और 0 मी हों, तो उसकी चौड़ाई ज्ञात कीजिए। 
4000 की जनसंख्या वाले एक गाँव में प्रति व्यक्ति प्रति दिन 50 ली यानी की 
आवश्यकता है। इस गाँव में 20 मी +८ 5 मी «८ 6 मी माप की एक टंकी है। इस टंकी 
का पानी कितने दिन चलेगा? 

छ: सेमी भुजा वाले दो घन एक-दूसरे से सटाकर रखे गए हैं। इस प्रकार बने घनाभ 
का आयतन ज्ञात कौजिए। 

एक गोदाम का माप 40 मी » 25 मी »& ॥5 है। इस गोदाम में .5 मी » .25 
मी »& 0.5' मी माप वाली अधिक-से-अधिक लकड़ी की कितनी पेटियाँ आ 
सकती हैं? 


[सकेत: लकडी की पेटियों- की संख्या ८ न १० 

एक पेटी का आयतन 
माप 8 मी » 5 मी » 80 सेमी वाले लकड़ी के लट्ठे में से 20 सेमी भुजा वाले 
लकड़ी के कितने घनाकार टुकड़े काटे जा सकते हैं? यह मानकर चलिए कि काटने 
में लकड़ी का कोई भाग नष्ट नहीं हो रहा है। 
3 मी 60 सेमी भुजा वाले लकड़ी के एक धनाकार टुकड़े में से ।2 सेमी भुजा वाले 
कितने घनाकार टुकडे काटे जा सकते हैं? 


. किसी घन के आयतन में क्‍या अंतर आएगा, यदि इसकी भुजा को कर दिया जाए; 


(। ) दुगुना ? (४) आधा १ (॥) तिगुना ? 





2 नननथान+ 3७७3५ ५+-+--नत लात पैनल पक नम न- मनन +पाम ३७ फटे ३५. ५» उप? अपने ए.+।+ ७३ क वा. था.४७ ५ «५ +&+पबऊ कमर एक 5७३४५५-५६ ५५ ३५.25 #]-्पलपामय ५ कक नव अा०.....ल्‍६०६०९ 3 कमरा >भदछक +-न्‍न्‍क 


आय एटा पकएन 80-७६ उक हैक क कह जप कर काका ताकत वीकाशयटी हाल ते अप्क न टिटक 


, ५, ४ और # के प्रचलित अर्थो में, 


0, आयतन के कुछ मानक मात्रक 


गणित 


गाद' रखने योग्य बातें 


. घनाभ, सर्वागसम आयताकार सम्मुख फलकों के तीन युग्मों आकाश में बनी ऐसी 


आकृति है, जिसके आपस में मिलने वाले कोई भी दो फलक,एक रेखाखंड में ही 
मिलते हैं। 


, घनाभ के 6 फलक, [2 कोरें और 8 शीर्ष होते हैं। 


आकाश का घनांभ में समाया भाग घनाभ का अभ्यंतर या अंतः क्षेत्र कहलाता है। 
घनाभ और उसके अभ्यंतर को मिलाकर घनाभाकार क्षेत्र कहा जाता है। 

घनाभ की लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई उसकी तीन विमाएँ कहलाती हैं। 

जिस घनाभ की लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई तीनों बराबर हों, उसे घन कहते हैं। 
आकाशीय (ठोस) क्षेत्र के परिमाण या माप को उसका आयतन कहा जाता है। 
एक घन सेंटीमीटर, ! सेमी भुजा (या कोर) वाले घन का आयतन होता है। 


6) घनाभ का पृष्ठीय क्षेत्रफल < 2(00 + 9४ + #7) 
(४) घन का पृष्ठीय क्षेत्रफल 5 6।? 

(४) घनाभ का पार्श्व पृष्ठीय क्षेत्रफल <2(0+ ४) # 
(0५) घनाभ का आयतन (५४)-॥)८४७३८# 

(९) घन का -आयतन (५) 


60) | मी? < 000000 सेमी? - 00? सेमी* 
() । सेमी? - 000 मिर्मी) - 05 मिर्मीः 
(॥) | सेमी! - । मिली 

(५) । मी? - 000 ली - । किली 











ि अध्याय 
6.] भूमिका | ह 
सांख्यिकी (॥470705) शब्द लातीनी (/69%) भाषा के शब्द स्टेटस (&६/॥४७) से बना है। 
स्टेटस शब्द का अर्थ है दशा | किसी वस्तु या परिघटना (/9॥४४०॥०४०४) के विषय में तथ्य 
या सूचनाएँ प्रायः साख्यिक मानों के रूप में मिलती हैं। इन सांख्यिक मानों को आँकड़े (4६/६) 
कहा जाता है। किसी परिघटना के विषय में अधिक जानने के लिए, हमें इससे जुड़े आँकड़ों का 
विश्लेषण करना पड़ता है। गणित की जिस शाखा में आँकड़ों के समूहों का विश्लेषण करने की 
विधियों का अध्ययन किया जाता है, उसे सांख्यिकी (४6४58) कहते हैं। 
- सांख्यिक आँकड़ों की मात्रा अधिक होने पर इनसे निष्कर्ष निकालना एक कठिन कार्य 

हो जाता है। परंतु यदि आँकड़ों को चित्रों के रूप में प्रस्तुत किया जाए, तो ये समझ में आ 
जाते हैं। आँकड़ों के चित्र रूप में निरूपित किए जाने पर केवल इन्हें देख भर लेने से ही बहुत 
से निष्कर्ष निकाले जा सकते हैं। इस अध्याय में, हम आँकड़ों को चित्र रूप में निरूपित करना 
सीखेंगे। साथ ही, हम दंड आलेखों (9७ 7०१४४) को पढ़ना, उनके अर्थ बताना और उन्हें 
खींचना सीखेंगे। ः ह 
6.2 दंड आलेख | 
किसी स्कूल में यह जानने के लिए एक सर्वेक्षण किया गयां कि बच्चे किस-किस तरीके 
से स्कूल. आते हैं। इसके लिए कक्षा छः के 30 विद्याधियों से साक्षात्कार किया गया। प्राप्त 
आँकडों को नीचे दी गई सारणी के रूप में लिखा गया; 
सारणी : स्कूल आने के प्रचलित तरीके 
आने का कौीका. पैदल | साइकिल | स्कूल बस | सरकारी बस [स्कूटर 

इन आँकडों की विशेषताएँ (के अभिलक्षण) समझने में चित्रों का प्रयोग बहुत सहायता 
कर सकता है। सांख्यिक आँकड़ों को चित्रों में व्यक्त करना आँकडों का चित्रमव निरूपण 
(फांलतांवों ल्‍कएथ8४ए०४०४) कहलाता है। 

सारणी | के एक विद्यार्थी के लिए एक संकेत (चित्र) 2 का प्रयोग करने पर, 
आकृति 6. प्राप्त होती है। । 















3॥७.. गणित 


. | ह 
स्कूटर शढ 0 जा जे जो 
सरकारी 3 ला 
्ि बस जज है ५६ [्‌ ग्र्‌ कर 
शै स्कूल _ क.. छ की 9 की के हू कफ रा का... (७ 
हि बस 8 5 जा 
साइकिल | के ह। 3 
साइकिल 4 व अर 
हि (9 | छ कि हि ९ 
पैदल ५ शव ० बम लि: पक 


"के कान पका ० २स&०-+. के >तनन-+ तनमन कपानन-मं-ममताऊगभ ५ /५६५५०५६७५०/छ नम पाक का जफ५००५+>नमजकक, 


विद्यार्थी की संख्या न्‍चाननओं 
आकृति 46.7 
आँकडों के ऐसे चित्रमय निरूपण को चिंत्रालेख (#2४०87०:४) कहा जाता है। ऊपर 

के चित्रालेख से तुरंत यह ज्ञात हो जाता है कि स्कूल बस स्कूल आने का सबसे अधिक 
. लोकप्रिय तरीका है। यों तो हम यह निष्कर्ष सीधे-सीथे सारणी की संख्याओं 7, 3, , 54 
की तुलना कर निकाल भी सकते थे, परंतु चित्रालेख को देखने भर से निर्णय करना 
अधिक आसान है। और फिर, बड़े-बड़े आँकड़ों में संख्याओं की तुलना करना कठिन हो 
सकता है और समय भी अधिक लग सकता है, जबकि चित्रालेख से तथ्य जानने के लिए 
. इस पर एक नजर डालना ही पर्याप्त है। 

एक और सर्वेक्षण लेते हैं, जो एक स्कूल में यह जानने के लिए किया गया कि कक्षा 

शा के विद्यार्थियों में स्कूल में पढ़ाया जा रहा कोन-सा विषय लोकप्रिय है। प्रत्येक विषय 
के पक्ष में पड़े मत बताने वाले आँकड़े सारणी 2 में आगे दिए गए हैं: 


सारणा 2: कक्षा ७॥ के विद्यार्थियों में लोकप्रिय विषय 





सारिशिकों. ५ 


हि दिए गए आँकड़ों को निरूपित करने के लिए, हम फिर से संकेतों या चित्रों का प्रयोग 
करेंगे। माना कि ल्‍ एक  गुस्तक 5 मतों ( सात्रकों) की निरूपित करती है और एक अपूर्ण चित्र 
आंशिक मात्रकों ( पाँच से कम मतों) को निरूपित करता है (आकृति 6.2)। 


ाओं 


पक्ष में मतों को संख्या 





४: (४2. 


भूगोल 

विषय “२ 
आकृति 46.2 

आकृति 6.2 में आप क्या देखते हैं? कक्षा शा के विद्यार्थियों में अन्य विषयों की 
तुलना में गणित स्कूल में पढ़ाए जाने वाले विषयों में सबसे अधिक लोकप्रिय है। 

ऊपर की बातों से हमने सीखा कि सांख्यिक आँकड़ों को चित्रालेखों से निरूपित करने 
से हमें आँकड़ों के विशेष गुण एक ही नजर में जान लेने में सहायता मिलती है। किंतु आँकड़ों 
को इस प्रकार निरूपित करने में समय तो लगता ही है, कठिनाई भी होती है। विशेष रूप 
से तब, जब हमें चित्रों के साथ-साथ अपूर्ण चित्रों के संकेत भी बनाने हों। अतः चित्र-संकेतों 
के स्थान पर आँकडों को निरूपित करने के लिए दंड (४८४ या आबत) खींचना 
सुविधाजनक होता है। इसके लिए, दिए गए आँकड़ों के संगत, बराबर दूरी पर बराबर चौड़ाई 
के क्षैितेज (पड़े) अथवा ऊर्ध्वाधर (खड़े) दंड खींच लिए जाते हैं। 

ऊपर बताई गई बातों को अधिक स्पष्ट करने के लिए यातायात-प्रदुषण से जुड़ी 


निम्नलिखित समस्या के दंड आलेख पर विचार किया जाएगा। 





हा 
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उमाहरण १: एक विशेष दिन दिल्ली की यातायात-पुलिस ने एक भीड-भाड़ वाले चौगहे 
पर आते-जाते वाहनों का अध्ययन किया। सारणी 3 में, सुबह छः बजे से दोपहर एक बजे 
के बीच प्रत्येक एक घंटे में इस चौराहे से गुजरने वाले वाहनों की संख्या दिखाई गई है। 
आँकड़े निकटतम दहाइयों में लिए गए हैं। 

हारती 0: तक कीराहे वर लाहनों का आवागधनत ( प्रातः छः बजे से दोपहर एक बजे तक) 


सपक कम हट फ्शछः 
कफ छा 


सारणी 3 में दी गई सूचना का दंड आलेख आकृति 6.3 में दिखाया गया है। 
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आफृति 6.3; विभिन्‍न समय अंतरालों में किसी चौयहे से होकर गुजरने वाले वाहनों की संख्या को 

दशने वाला, दंड आलेख ; . 

ध्यान दीजिए कि दिए गए आँकड़ों को समय-अंतराल ऊर्ध्वाधर और दंड क्षेतिज दिशा. 

में खींचकर भी निरूपित किया जा सकता है (आकृति 6.4)। परंतु सामान्यतः ऊर्ध्वाधर दंड 
आलेख (आकृति 6.3) अधिक पसंद किए जाते हैं। 
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आकृति 46.4: विभिन्‍न समय अतरालों में किसी चौराहे से होकर गुजरने वाले वाहनों की सख्या को 


दर्शाने वाला दंड आलेख 
इस प्रकार, हमने देखा कि दंड आलेख सांख्यिक आंकड़ों का एक आधार-रेखा पर 


समान दूरी पर बने बराबर चौड़ाई वाले क्षैतिज अथवा ऊर्ध्वाधर दंडों या आयतों की श्रृंखला 

दवारा चित्रमय निरूपण है। प्रत्येक आयत या दंड सांख्यिक आँकड़ों के केवल एक ही मान 

को निरूपित करता है। अत:, दंडों की संख्या सांख्यिक आँकड़ों के भिन्‍न मानों की संख्या 

के बराबर होती है। प्रत्येक दंड की ऊँचाई या लंबाई, किसी उपयुक्त मापदंड (5८८/८) पर 

एक सांख्यिक आँकड़े का मान निरूपित करती है। दंड आलेखों की रचना करना सीखने से 

पहले, हम किसी दिए गए दंड आलेख को पढ़ना और उसका अर्थ बताना सीखेंगे। 

6.3 दंड आलेखों को पढ़ना । 

किसी दंड आलेख को पढ़ने के लिए, कुछ बिंदुओं पर पूरी सावधानी से विशेष ध्यान देना 

होगा। उदाहरणत:, आकृति 6.3 के दंड आलेख को पढ़ने पर हम पाते हैं कि 

0) दंड आलेख एक विशेष दिन पर प्रातः छः बजे से दोपहर एक बजे तक दिल्‍ली के एक 
भीड़्-भाड़ वाले चौराहे से गुजरने वाले वाहनों की संख्या दिखाता है। 
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(४) समय-अंतराल एक क्षैतिज रेखा पर दिखाए गए हैं और एक उपयुक्त मापदंड पर वाहनों 
की संख्या ऊर्ध्वाधर रेखा पर दिखाई गई है। 

69) मापदंड है: एक मात्रक लंबाई - 00 वाहन 

6५) किसी दंड की ऊँचाई, उस दंड के संगत समय-अंतराल में, इस चौराहे से गुजरने वाले 


वाहनों की संख्या को इंगित करती है। 
6.4 बंड आलेखों का अर्थ बताना 


'किसी दिए गए दंड आलेख का अर्थ बताने से हमारा तात्पर्य इससे निष्कर्ष निकालने से होता 

है। आकृति 6.3 के दंड आलेख को लीजिए। इससे क्या निष्कर्ष निकाले जा सकते हैं? 

3. दंड आलेख एक विशेष दिन पर विभिन्त समय-अंतरालों में दिल्‍ली के एक चौराहे-विशेष 
से गुजरने वाले वाहनों की संख्या दिखाता है। । 

2. सबसे लंबा दंड वाहनों की अधिकतम संख्या के संगत है। इस प्रकार, अधिकतम बाहन 
(650) चौराहे से 8-9 वाले घंटे में गुजरते हैं। 

: 3. सबसे छोटा दंड वाहनों की न्यूनतम संख्या (50) के संगत है और यह समय 6-7 बने 
के लिए है। 

4. प्रात; काल की भाग-दौड़ वाले सबसे अधिक व्यस्त घंटों (स्कूलों, कार्यालयों और 
व्यापारिक प्रतिष्ठानों को जाने जालों के कारण) में कुल यातायात 650 + [250 < 
2900 वाहन समय-अंतराल 8-0 में रहा, जैसा कि दो सबसे अधिक लंबे दंडों से ज्ञात 
होता है। . 
इस प्रकार, दंड आलेख दिए गए आँकड़ों को आसानी से समझने में सहायक होते हैं और 

इनको केवल देख कर ही निष्कर्ष निकाले जा सकते हैं। 

” आकृति 6.5 में दिखाए गए दंड आलेख को पढ़कर निम्नलिखित प्रश्नों के 
उत्तर दीजिए । 

0) दंड आलेख से क्‍या सूचना मिलती हे? 

(४) विभिन्‍न वर्षो के अंतराल में विद्याथियों की संख्या में किस प्रकार का परिवर्तन देखने 
| में आता है? 

(0॥) किस वर्ष विद्याथियों की संख्या में अधिकतम वृद्धि हुई? 

0४) यह बताइए कि निम्नलिखित कथन सत्य है अथवा असत्य 
वर्ष 2000-0 में विद्याथियों की संख्या वर्ष 9999-2000 के विद्यार्थियों की संख्या 
की दुगुनी है। 


सोख्यिको. 32॥ 
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आकृति 6.5: शैक्षिक वर्षों /997-98 से 2000-200/ तक में एक स्कूल की कक्षा के विदयारियों 
की संख्या का दंड आलेख 

हल: पूछे गए प्रश्नों के उत्तर नीचे दिए गए हैं 

(0) दंड आलेख शैक्षिक वर्षो 997-98 से 2000-0। तक में एक स्कूल की कक्षा शा 
के विद्यार्थियों की संख्या को निरूपित करता हेै। 

(8) विभिन्‍न वर्षों की अवधि में विद्यार्थियों की संख्या में परिवर्तन एकसमान (धिएा , 
एक ही जैसा!) है। 

(0) क्योंकि दंडों की ऊँचाई में दृदुधि एकसमान (बराबर) है, अत: विद्यार्थियों की संख्या में वृद्धि 
भी एकसमान है। अतः, किसी भीं वर्ष अन्य वर्षों की तुलना में अधिक वृद्धि नहीं हुई। 

6५) वर्ष 2000-0] के संगत दंड की ऊँचाई, वर्ष 7999-2000 के संगत दंड की ऊँचाई की 
दुगुनी नहीं है। अतः, दिया गया कथन असत्य है। 

6.5 ग्राफ कागज पर दंड आलेखों की रचना 

अब हम दंड आलेख खींचना सीखेंगे। सुविधा और परिशुद्धता को ध्यान में रखते हुए, हम 

ग्राफ (४/८%४) कागज का प्रयोग करेंगे। किंतु ऐसा करना आवश्यक नहीं हैं। 
दंड आलेख खींचते समय निम्नलिखित नियमों को ध्यान में रखना चाहिए, 

() यह बताने के लिए कि ग्राफ की विषय-वस्तु क्‍या है, या तो ग्राफ के ऊपर एक शीर्षक 
हो अथवा इसके नीचे एक वाक्यांश जो शीर्षक का काम दे। 

(0) ग्राफ के नीचे चुना गया मापदंड (स्केल) भी होना चाहिए। 

() सभी दंडों की चोंडाई बराबर हो। 

(५) दंडों के बीच समान दूरी हो। 

(५) प्रत्येक दंड का एक लेबल (६४९) हो। 

दंड आलेखों की रचना उदाहरणों दूवारा समझाई जाएगी। 
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उद्याहरण 3: नीचे दिए गए आँकड़े एक बैंक द्वारा कुछ वर्षो में ऋण दी गई राशि (करोड़ 
रुपयों में) दिखाते हैं 


वर्ष ऋण (करोड़ रुपयों में) 
996 20 
997 25 
998 30 
999 45 
2000 60 


ऊपर बाली सूचना को दिखाने वाला एक दंड आलेख बनाइए। 
हल: दंड आलेख की रचना निम्नलिखित चरणों में की जाएगी: 
आरणा : ग्राफ कागज पर दो परस्पर लंबवत्‌ रेखाएँ खींचकर उन्हें क्षेतिज और ऊर्ध्वाधर अक्ष 
कहिए (आकृति 6.6)। 
अरण 2: क्षैतिज अक्ष पर सूचना 'वर्ष' दिखाइए और ऊर्ध्बाधर अक्ष पर करोड रुपयों में संगत 
ऋण ' दिखाइए। 
अरण 3: दिए गए आँकड़ों के आधार पर, क्षैतिज अक्ष पर दंडों की एकसमान चौड़ाई और 
उनके बीच की समान दूरी उपयुक्त रूप से निश्चित कर लीजिए। 
चरण! 4: दिए गए आँकड़ों के अनुसार, ऊर्ध्वाधर अक्ष पर एक उपयुक्त मापदंड लीजिए। 
यहाँ मापदंड इस प्रकार चुनिए 
ग्राफ कागज का | मात्रक 5 0 करोड़ रुपए 

अब इस चुने गए मापदंड के अनुसार, ऊर्ध्वाधर अक्ष पर मानों के संगत चिह्न लगाइए। 

इससे दंडों की ऊँचाइयाँ प्राप्त हो जाएँगी। 


चअरण 8; अब विभिन्‍न वर्षों के लिए, दंडों की ऊँचाइयों का परिकलन इस प्रकार कीजिए 
996 : -ह* 20 मात्रक 5 2 मात्रक 


(3 


[997 : फ ५ 25 मात्रक - 2.5 मात्रक 
998 : -“-»८ 30 मात्रक > 3 मात्रक 


999 : पा » 45 मात्रक - 4.5 मात्रक 


2000 : गा > 60 मात्रक - 6 मात्रक 


सोख्यिकी. 5073 


सरण 6: अब आकृति 6.6 में दिखाए अनुसार, क्षेतिज अक्ष पर बराबर दूरी छोड़ते हुए 
बराबर चौड़ाई के पाँच दंड बनाइए, जिनकी ऊँचाइयाँ ऊपर चरण 5 में निकाली गई हैं। प्रत्येक 
दंड क्षेतिज अक्ष पर चिह्नित संगत वर्ष के ऊपर बनाइए। 
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मापदंड: ऊर्ध्वाधर अक्ष के अनुविश ग्राफ कागज का 

एक मात्रक ८ 70 करीड़ रुपए 

आकृति 6.6: एक बैंक द्वारा वर्षो [796-2000 के समय काल में दिए गए ऋणों (करोड़ रुपयों में) का दंड आलेख 
आकृति 6.6 अभीष्ट दंड आलेख है। 
उदाहरण 4: उदाहरण । में दी गई सूचना के लिए दंड आलेख कौ रचना कौजिए। 
हल: आलेख की रचना में निम्नलिखित चरण हैं: शी 
चरण १: ग्राफ कागज का पन्‍ना लेकर उस पर परस्पर लंबवत्‌ दो रेखाएँ खींचिए। क्षेतिज अक्ष 
पर 'समय-अंतराल' दिखाइए और ऊर्ध्वाधर अक्ष पर “वाहनों की संख्या' दिखाइए। 
चरण 2: यहाँ चुनिए: 200 वाहन ८ ग्राफ कागज का एक मात्रक । 


चरण 3: विभिन्‍न दंडों की ऊँचाइयाँ इस प्रकार निकालिए: 


] 
प्रात: - ---८50 सित 
प्रात: 6 से 7 बजे हु मात्रक ८ टू मात्रक 


ह ] ]. 
पु - --->»<८650 - 2-- मात्रक 
प्रात: 7 से 8 बजे 56 मात्रक> 37 मं 
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॥ 


। ] 
प्रात: 8 से 9 बजे गा >650 मात्रक - 8- मात्रक 


4 
हे ५ 
; बजे - ---»८250 >> 6 
'प्राव: 9 से 0 बजे हा मात्रक न मात्रक 
] ] 
प्रात: बजे - ---»८850 - 4- मात्रक 
प्रात: 40 से ।] जब का मात्रक तर त्रक 


ह हे 
प्रात: !। से मध्याह्न 2 बजे - जज मात्रक ८ 3 न मात्रक 


४ ८] 

मध्याह् ।2 से दोपहर | बजे 2८550 मात्रक- 2 यू मात्रक 
अआरण 4: अब बराबर चौडाई और चरण 3 में निकाली गई ऊँचाइयों वाले दंड श्षेतिज अक्ष पर 
चिह्ित संगत समय-अंतरालों के ऊपर, बराबर दूरी छोड़ते हुए, बना लीजिए (आकृति 6.7)। 
आकृति 6.7 अभीष्ट दंड आलेख हे। 


स /४() 
9 [५0 | ;॒ 
जी उ509:5 
॥ 400 ८ 
«छत 
' 006 * 
$ .]]0(0' 7” 


हर हु 0४) ५४ 





संख्या 


लपफः ५७) “*च 
न । कट | 
800 ” 


700 हर + 


| 


आल | 
७१४ “| | 
' 500 | । 
्ि ! जी 
: ४, 400 “| | | 
न । ' 
300 *॥ | | 
30) 7"  ] । 
॥ |] | 
400 ४ रे | | ग 
2: 50 दा 26022 





! 50 


मापदड: ऊर्ध्बाधर अक्ष के अनुदिश ग्राफ कायज का एक मात्रक ८ 200 वाहन 


आकृति 6.7: विभिन्‍न समय अतरालों में किसी चौराहे से होकर गुजरने वाले वाहनों की संख्या को 
दशने वाला दंडा आलेख... 


सांख्यिकी. 3275 
प्रश्नावली १6.7 
आकृति 6.8 में दिया गया दंड आलेख एक छोटे शहर में छ: भाषाओं में छपे (दैनिक) 
समाचार पत्रों की बिक्री की संख्या को निरूपित करता है (आँकडे निकटतम सैकडों 
में हैं)। दंड आलेख का अध्ययन कीजिए और निम्नलिखित प्रश्नों के उत्तर दीजिए 
(3) हिंदी, पंजाबी, उर्दू, मराठी और तमिल में पढ़े जाने वाले, प्रत्येक प्रकार के समाचार 
पत्रों की संख्या बताइए 

(४) अंग्रेजी की तुलना में हिंदी में कितने अधिक समाचार पत्र पढ़े जाते हैं? 
(४72 वह भाषा बताइए जिसमें पढ़े जाने वाले समाचार पत्रों की संख्या न्‍्यूवतम है। 
(९) विभिन्‍न भाषाओं में पढ़े जाने वाले समाचार पत्रों की संख्याओं को बढ़ते क्रम में लिखिए। 





उर्दू त्तमिल अग्रजी हिंदी. भराठी पजाबी 
भाषाएँ -...072तततन्‍> 
आकृति 6.8: किसी शहर में छः भाषाओं में छपे क्माचार पत्रों की 'भिक्री 


एक दुकानदार द्वारा छः क्रमागत दिनों में बेचे गए बल्बों की संख्या इस प्रकार है; 
रविवार | सोमवार | शुक्रवार | 


बेचे गए बलयों ४5 49 





की संख्या 


इस सूचना को एक दंड आलेख द्वारा निरूपित कौजिए। 
अपनी कक्षा के दस विद्यार्थियों की ऊँचाइयाँ मापकर लिख लीजिए। इस प्रकार आप 
जो सूचना एकत्र करते हैं, उसके निरूपण के लिए एक दंड आलेख खींचिए। 
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4, किसी छोटे शहर में विभिन्‍न आयु-समूहों के व्यक्तियों की संख्या निम्नलिखित सारणी 
में दिखाई गई है 


व्यक्तियों की 


ऊपर दी गई सूचना को एक दंड आलेख द्वारा निरूपित कर, निम्नलिखित प्रश्नों के 
उत्तर दीजिए 
(+) सबसे छोटे आयु-समूह के व्यक्तियों का प्रतिशत सबसे अधिक आयु-समूह वाले 
व्यक्तियों के संदर्भ में कितना है? 
(४) इन सभी आयु-समूहों में नगर की कितनी जनसंख्या है? 
5, 00 विद्यार्थियों द्वारा गणित के पेपर में 00 अंकों में से प्राप्त अंक नीचे की सारणी 


में दिए गए हैं 
9 


विद्याथियों 
की संख्या 2 0 


ऊपर दी गई सूचना को एक दंड आलेख दूबारा निरूपित कर, निम्नलिखित प्रश्नों के 
उत्तर दीजिए; 
(3) अधिकतम अंक प्राप्त करने वाला प्रत्येक विद्यार्थी दस रुपए के पुरस्कार पाने के 
लिए योग्य है। पुरस्कारों के लिए कितने धन की आवश्यकता है? 
(४) न्यूनतम अंक पाने बाले प्रत्येक विद्यार्थी को प्रति दिन पाँच प्रश्न हल करने हैं। 
इन विद्यार्थियों द्वारा प्रति दिन कितने प्रश्न हल किए जाएँगे? 
6. एक स्कूल-विशेष की कक्षा हा के 50 विद्यार्थियों की लंबाइयाँ इस प्रकार हैं 


लबाई ( सेमी में) ]44 | 450 57 64 


हि लिए मी 


ऊपर दी गई सूचना को एक दंड आलेख द्वारा निरूपित कीजिए। आलेख को पढ़कर, 
निम्नलिखित प्रश्नों के उत्तर दीजिए 


(3) विद्यार्थियों की कुल संख्या के कितने प्रतिशत विद्यार्थियों की लंबाई 50 सेमी 
से अधिक है? 


(॥) कितने विद्यार्थियों की लंबाई 50 सेमी से अधिक, किंतु 60 सेमी से कम है? 
















साॉस्यिकी . 3१7 
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याद' रखने योग्य बातें 
. चित्र-संकेतों द्वारा सोख्यिक आँकड़ों का चित्रमय निरूपण आँकडों का चित्रालेख 
। कहलाता है। 
2. दंड आलेख सांख्यिक आँकड़ों का, बराबर दूरी पर लिए गए एकसमान चौड़ाई 
. बालें क्षेतिज या ऊर्ध्वाधर खींचे गए दंडों द्वारा, एक चित्रमय निरूपण होता है। 
3. दंडों की एकसमान चौड़ाई और इनके बीच की बराबर दूरी, दी हुई सूचना 
| (आँकडे) और आलेख के लिए उपलब्ध स्थान को ध्यान में रखते हुए, उपयुक्त | 
। रूप से निश्चित की जाती है। 
4. दंड आलेख को ग्राफ कागज पर बनाना आवश्यक नहीं है। परंतु सुविधा और 
परिशुद्धता की दृष्टि से यही ठीक रहता है! 
5. दंड आलेख को एक शीर्षक देना चाहिए। चुने गए मापदंड को भी आलेख के | 
नीचे लिख देना चाहिए। 
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प्रारंभ में सांख्यिकी शब्द का प्रयोग केवल राजाओं या सरकारों द्वारा अपने राज्यों के 
विभिन्‍न पहलुओं, जैसे कि जनसंख्या, संपत्ति, धन आदि के बारे में सांख्यिक आँकड़ों के रूप 
में सूचनाएँ एकत्र करने के लिए किया जाता था। ये आँकड़े राजाओं के लिए अपने राज्यों की 
वास्तविक स्थिति का ज्ञान करने और परिणामस्वरूप कर और लगान लगाने, तथा जनता की 
भलाई के लिए जनशक्ति और प्राकृतिक संपदा के सही उपयोग के लिए संभव कदम उठाने 
में सहायक होते थे। 

इस प्रकार के सांख्यिक आँकडों को एकत्रित करने की प्रथा प्राचीन भारत में भी थी। 
इसका प्रमाण यह है कि. चन्द्रगुप्त मौर्य के राज्य (324-300 ईसा पूर्व) में, इस प्रकार के 

ढै, विशेषत: जन्म और मृत्यु से संबंधित आँकड़े एकत्र करने का बहुत अच्छा प्रबंध था। 
अकबर के राज्य (556-605 ई.) में, उस समय के भू-तथा-राजस्व मंत्री यजा टोडरमल 
भी भूमि तथा कृषि से संबंधित आँकड़ों का अभिलेख भली-भाँति रखते थे। अबुल फज़ल 
द्वारा लिखित आइन-ए-अकबरी (596-97 ई.) में, उस अवधि में किए गए प्रशासकीय 
तथा सांख्यिक सर्वेक्षणों का विस्तृत विवरण मिलता है। 

इस प्रकार, प्रारंभ में सांख्यिकी केवल राज्यों के मामलों से ही संबंधित थी। परंतु 
समय बीतने के साथ-साथ इसका क्षेत्र विस्तृत होता गया और इसमें जीवन के लगभग 
प्रत्येक क्षेत्र (जैसे- आयात-निर्यात, शादी-तलाक, दैनिक अधिकतम-न्यूनतम तापमान 
निर्वाह सूच्रकांक आदि) से सांख्यिक आँकड़ों का संग्रह तथा आँकड़ों को सारणी और 
चित्रों के रूप में प्रस्तुत करना भी सम्मिलित हो गया। उन्‍नीसवीं शताब्दी के अत में 

सांख्यिकी का क्षेत्र और विस्तृत हो गया था। अब इसका संबंध न केवल आँकड़ों के संग्रह 

और इन्हें प्रस्तुत करने से था, अब इसमें प्राप्त आँकड़ों के अर्थ समझाना और इनसे निष्कर्ष 
निकालना भी शमिल हो गया था। 

आज कम्प्यूटरों के क्षेत्र में आँकड़ों का संसाधन एक महत्त्वपूर्ण क्रियाकलाप है। आज 
सशक्त कम्प्यूटर सत-दिन करोडों-अरबों आँकड़ों के संसाक्षन में लगे रहते हैं। मौसम को 
पूर्व सूचना जैसे अनुप्रयोग, आँकड़ों के ऐसे ही संसाथनों से संभव हो पाते हैं, और ऐसे 
सभी संसाधनों में साख्यिकी के नाम से ज्ञात विषय के मूलभूत सिद्धांतों का बहुलता से 
प्रयोग होता है। 
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गांधी जी का 






तुम्हें एक जंतर देता हूँ। जब भी तुम्हें संदेह हो 
या तुम्हारा अहम्‌ तुम पर हावी होने लगे, तो यह -,.' 
कसौटी आजमाओ ई कर] है 

जो सबसे गरीअ और कमज़ोर आदमी तुमने ०7 
देखा हो, उसकी शक्ल याद करो और अपने | .. 
दिल से पूछो वक्ि जो कदम उठाने का तुम :/ “४ 
विचार कर रहे हो, वह उस आदमी के लिए [: : 
कितना उपयोगी होगा। क्‍या उससे उसे कुछ :/ «|| 
लाभ पहुँचेगा? क्या उससे बह अपने ही जीवन ४ |! 
और भाग्य पर कुछ काबू रख सकेगा? यानी [४ 
क्या उससे उन करोड़ों लोगों को स्व॒राज्य मिल 
सकेगा, जिनके पेट भूखे हैं और आत्मा अतृप्त ४.४0) 

तब तुम देखोगे कि तुम्हारा संदेह मिट रहा ... -/, 
है और अहम्‌ समाप्त होता जा रहा है। / 














